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Einleitung

Bei Flugzeugen ist das Triebwerk die dominante Lärm-
quelle, insbesondere beim Start. Hierbei spielt die Schall-
ausbreitung im Triebwerk eine wichtige Rolle. Beim
Schalldurchgang der akustischen Moden durch Stator-
schaufelreihen tritt Modenstreuung auf. Zum einen in je
eine transmittierte und reflektierte Mode derselben Mo-
denordnung, zum anderen kann auch Streuung in andere
Modenordnungen auftreten. Für die analytische Model-
lierung der Schalltransmission durch eine Schaufelreihe
wird das System häufig in ein zweidimensionales Rand-
wertproblem überführt. Die Statorschaufeln werden als
infinitesimal dünne Platten in einer unendlichen Kaska-
de modelliert, dies ist in Abbildung 1 veranschaulicht.
Die Randbedingung ist, dass die zu den Platten nor-
male Komponente der Schallschnelle verschwindet. Die-
se Randbedingung wird etwa von Kaji und Okazaki[7]
durch eine Verteilung von Dipolen entlang der Platten
erfüllt. Im Modell von Smith[9], welches in dieser Arbeit
betrachtet wird, werden hingegen Wirbelquellen verwen-
det. Behn et al.[1] zeigten, dass das Modell von Smith
gute Übereinstimmungen mit numerischen Ergebnissen
sowie mit dem Modell von Bouley et al.[4] aufweist, bei
dem die Schalltransmission durch Mode Matching an der
Vorder- und Hinterkante der Kaskade ermittelt wird.
Ob der Schalldurchgang durch eine Statorschaufelreihe
mit einem 2D-Kaskadenmodell hinreichend beschrieben
werden kann, wird durch Vergleich mit Messdaten ohne
Strömung untersucht (M = 0). In diesem Fall kann in
Messungen eine umfangreiche Parametervariation reali-
siert werden und somit existiert eine breite Datenbasis
[3]. Das Smith-Modell wird allerdings für kleine Mach-
zahlen instabil und ist im Fall ohne Strömung nicht defi-
niert. Zur Behebung dieses Problems wird eine Kalibrie-
rung eingeführt. Im Folgenden wird das Modell sowie das
Kalibrationsverfahren vorgestellt. Anschließend wird die
Eignung des kalibrierten Modells in Gegenüberstellung
mit den Messdaten diskutiert.

Das Kaskadenmodell von Smith

Das 2D-Kaskadenmodell wurde von Smith[9] formuliert
und wurde von Puttkammer[8] und Behn et al.[1][3] wei-
terentwickelt und implementiert. Nach der Überführung
in das zweidimensionale Koordinatensystem entsprechen
die Moden ebenen Wellen. Entlang der Platten wird ei-
ne endliche Anzahl an Wirbelquellen angenommen, die
durch die einfallende Schallwelle eine Upwash Veloci-

Abbildung 1: Modellierung einer Statorstufe als unendliche
2D-Kaskade aus infinitesimal dünnen Platten[6]

ty induzieren. Die Wirbel werden in Betrag und Pha-
se angepasst, so dass die induzierte Upwash Velocity die
zu den Platten normale Komponente der Schallschnel-
le auslöscht. Dies führt zur Upwash Integral Equation
(UIE), die in diskretisierter Form als lineares Gleichungs-
system

u = Kγ (1)

dargestellt werden kann. Hier bezeichnet u die Upwash
Velocity, K die Kernelmatrix und γ die Wirbelstärken.
Die Herleitung von Gleichung (1) ist in [9] und [8] be-
schrieben. Nachdem die Wirbelstärken bestimmt wurden,
werden nun mit der Transfermatrix V die von den Wir-
belstärken induzierten Schallmoden berechnet:

aSmith =

(
A+
mn,Smith

A−
mn,Smith

)
= V γ . (2)

Die transmittierten und reflektierten Modenamplituden
ergeben sich durch Überlagerung der induzierten und der
einfallenden Schallwellen:(

A+
mn,trans

A−
mn,refl

)
=

(
A+
mn,ein

0

)
+

(
A+
mn,Smith

A−
mn,Smith

)
. (3)

Die Koordinatentransformation von der dreidimensiona-
len Statorschaufelreihe in das 2D-Kaskadenmodell, wird
am Caustic Radius durchgeführt. Am Caustic Radius
stimmen die axiale und azimutale Komponente der Wel-
lenzahl mit der 2D-Wellenzahl überein. Diese Methode
erlaubt eine schnelle und stabile Schätzung der Moden-
amplituden [1].

Die Einträge der Kernelmatrix werden mit der Kernel-
funktion berechnet. Die Kernelfunktion wird in der Nähe
der Wirbelquellen singulär. Smith leitet eine Funktion
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zum Ausgleich der Singularität her, die von der Kernel-
matrix abgezogen wird:

K̃ = K − fSmith ◦L , (4)

mit ◦ dem Hadamard Produkt. Die Funktion zum Aus-
gleich der Singularität wird aufgeteilt in einen logarithmi-
schen Term L und in die Singularitätsfunktion fSmith,
welche Smith als endliche Potenzreihe annähert:

fSmith(z) =
kc

2πM
√

1−M2

3∑
i=0

di

(
kc

M

)i
zi , (5)

mit k der Freifeldwellenzahl, c der Schallgeschwindig-
keit, M der Machzahl und z der normierten Plattenko-
ordinate. Die Koeffizienten di sind nur von der Mach-
zahlM abhängig. Die Singularitätsfunktion (5) divergiert
für M → 0, daher liefert das Smith-Modell im Grenz-
fall M = 0 kein Ergebnis. Die Singularitätsfunktion von
Smith ist in Abbildung 2 dargestellt.

Abbildung 2: Die Singularitätsfunktion von Smith bei 2 kHz
für die Machzahlen 0,5; 0,1 und 0,01

Kalibration des Modells von Smith

In einer experimentellen Studie wurde die Transmission
und Reflexion akustischer Moden durch verschiedene Sta-
torstufen aus ebenen Platten und auch komplexen Schau-
felgeometrien untersucht [3]. Die Ergebnisse der Platten-
konfigurationen wurden für die Kalibration genutzt. Da
die Singularitätsfunktion (5) für kleine Machzahlen di-
vergiert, schlagen Behn et al.[3] vor, eine neue Singu-
laritätsfunktion zu bestimmen. Diese wird ebenfalls als
Potenzreihe formuliert:

fkalib(z) =

3∑
i=0

βiz
i , (6)

wobei βi die komplexen Koeffizienten sind, die es zu be-
stimmen gilt. Die korrigierte Kernelmatrix ist dann:

K̂(β) = K − fkalib(β) ◦L . (7)

Die β-Koeffizienten werden bestimmt, indem die L2
Norm aus der Differenz der gemessenen und der berech-
neten Modenamplituden minimiert wird. Es wird die Ko-
stenfunktion definiert als:

J :=

∥∥∥∥aMess −
[
aSmith +

(
A+
mn,ein

0

)]∥∥∥∥2
2

, (8)

mit:

aSmith = V
[
K̂(β)

]−1

u . (9)

Um die Kostenfunktion (8) zu minimieren wird der Gra-
dient ∇βJ benötigt. Die Einträge sind partielle Ablei-
tungen nach den β-Koeffizienten. Da die β-Koeffizienten
komplexwertig sind, wird, als Ergänzung zum vorheri-
gen Ansatz in [3], der Gradient in Real- und Imaginärteil
aufgeteilt:

∂J

∂βi
=

∂J

∂<(βi)
+ j

∂J

∂=(βi)
, (10)

mit:

∂J

∂<(βi)
=

〈
<
(
−2J̃

)
,<

(
V
∂K̂

−1

∂βi
u

)〉
, (11)

∂J

∂=(βi)
=

〈
=
(
−2J̃

)
,=

(
V
∂K̂

−1

∂βi
u

)〉
, (12)

J̃ = aMess −
[
V K̂

−1
u+

(
A+
mn,ein

0

)]
, (13)

∂K̂
−1

∂βi
= −K̂

−1 ∂K̂

∂βi
K̂

−1
. (14)

Hier bezeichnet 〈[·], [·]〉 das Skalarprodukt und < und =
den Real- und Imaginärteil.
Die Kostenfunktion wird numerisch mit dem CG-
Verfahren (Conjugate Gradient) minimiert. Wenn die
berechneten β-Koeffizienten die Kostenfunktion hinrei-
chend minimieren, werden sie in einer Lookup-Table ge-
speichert.
Die Kalibration muss für jede Frequenz und jede Mo-
denordnung einzeln durchgeführt werden. Die vermesse-
nen Plattenkonfigurationen variieren bezüglich der Plat-
tenanzahl, der Plattenlänge, und dem Anstellwinkel der
Platten. Es ergibt sich somit eine Lookup Table für die
β-Koeffizienten mit fünf Dimensionen.
Die vorhandene Implementierung des Smith-Modells
wurde so erweitert, dass im Fall ohne Strömung die β-
Koeffizienten mit einem Nearest-Neighbour-Interpolator
aufgerufen werden und die Singularitätsfunktion (5) er-
setzen. Dadurch können vom Modell auch Konfiguratio-
nen berechnet werden, für die keine Kalibrationsrechnung
durchgeführt wurde. Weichen die Parameter der aufgeru-
fenen β-Koeffizienten zu stark von der zu analysierenden
Konfiguration ab, kann das kalibrierte Modell instabil
werden. Die Grenzen, in denen das Nearest Neighbour
Verfahren zu stabilen Ergebnissen führt, sind noch zu
bestimmen.
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Ergebnisse

Die Messungen, die für die Kalibration genutzt wurden,
wurden in einem Kanal mit einem Nabenverhältnis von
η = 0.66 durchgeführt. Das Messverfahren und die Si-
gnalverarbeitung der Experimente führen im betrachte-
ten Frequenzbereich zwischen 500 Hz und 3500 Hz zu
einer hohen Genauigkeit, wie Behn et al. zeigen [2][3].
Um einen repräsentativen Eindruck zu vermitteln, wer-
den beispielhaft erfolgreiche sowie weniger erfolgreiche
Vorhersagen des Modells gezeigt. Zunächst wird der
Schalldurchgang durch eine Plattenkaskade aus 30 Plat-
ten mit einem Anstellwinkel von 45◦ untersucht. Diese
Konfiguration wurde, neben anderen, für die Kalibra-
tionsrechnung verwendet. Dieser Fall ist interessant, da
hier die Messergebnisse symmetrisch bezüglich der Mode
m = 0 sind, während in 2D-Kaskadenmodellen eine sol-
che Symmetrie nur bei Platten mit einem Anstellwinkel
von 0◦ auftritt [3]. Im Folgenden werden nur Moden mit
der radialen Modenordnung n = 0 betrachtet. In Abbil-
dung 3 sind die Transmissions- und Reflexionsgrade aller
ausbreitungsfähigen Moden bei 1900 Hz dargestellt, die
Messdaten sind über Frequenzbänder von 20 Hz gemit-
telt.

Abbildung 3: Transmission und Reflexion an einer Stator-
kaskade aus 30 ebenen Platten mit 45◦ Anstellwinkel bei
1900 Hz

Die Mode m = 5 hat bei 1900 Hz einen Ausbreitungs-
winkel von 44◦ und breitet sich somit nahezu paral-
lel zur Platte aus. Dies führt nach Hanson [5] bei 2D-
Kaskadenmodellen zu totaler Transmission ohne Refle-
xion. Diese sogenannte Venetian-Blind-Bedingung findet
sich auch in den Ergebnissen des kalibrierten Modells, da
infinitesimal dünne Platten angenommen werden, jedoch
nicht in den Messergebnissen [3]. Die Modenamplituden
der Moden m = {−4, ..., 4} werden gut vom Modell re-
produziert.
In den Abbildungen 4 und 5 sind die Transmissions-
und Reflexionsgrade der Moden m = −3 bzw. m = +3
in Abhängigkeit der Frequenz dargestellt, die Messda-
ten sind über Frequenzbänder von 5 Hz gemittelt. Die
Messergebnisse der Mode m = −3 werden im gesamten
Frequenzbereich gut reproduziert. Dies trifft im Fall der
mode m = +3 nur auf schmale Frequenzbänder zu. In
einigen Frequenzintervallen treten sogar sehr große Ab-
weichungen auf. Der generelle Verlauf wird dennoch gut
geschätzt.

Abbildung 4: Transmission und Reflexion der Mode m =
−3 an einer Statorkaskade aus 30 ebenen Platten mit 45◦

Anstellwinkel

Abbildung 5: Transmission und Reflexion der Mode m =
+3 an einer Statorkaskade aus 30 ebenen Platten mit 45◦

Anstellwinkel

Um eine gekrümmte Schaufel als Platte zu modellieren
wird die Sehnenlänge und der mittlere Anstellwinkel der
Schaufeln benutzt [3]. Für die hier betrachteten Schau-
feln ergibt sich eine Länge von 51 mm und ein Anstell-
winkel von ca. 13, 5◦. Die Statorkaskade besteht aus 30
Schaufeln. Diese Konfiguration wurde nicht für die Ka-
librationsrechnung verwendet, daher werden größere Ab-
weichungen erwartet als im vorigen Fall. In Abbildung 6

Abbildung 6: Transmission und Reflexion an einer Stator-
kaskade aus 30 gekrümmten Schaufeln bei 2500 Hz

ist beispielhaft zu sehen, dass mit dem kalibrierten Mo-
dell, auch für komplexere Schaufelgeometrien, die Trans-
mission und Reflexion der meisten Moden gut vorherge-
sagt werden kann. Die Mode m = 2 hat bei 2500 Hz
einen Ausbreitungswinkel von 12◦ und ist somit nah an
der Venetian-Blind-Bedingung, daher ergeben sich star-
ke Abweichungen. Auch für die Moden m > 3 ergeben
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sich größere Abweichungen. Diese Moden treffen auf die
konvex gekrümmte Rückseite der Schaufeln.

Abbildung 7: Transmission und Reflexion der Mode m = −3
an einer Statorkaskade aus 30 gekrümmten Schaufeln

Abbildung 8: Transmission und Reflexion der Mode m = +3
an einer Statorkaskade aus 30 gekrümmten Schaufeln

In den Abbildungen 7 und 8 sind die Messergebnisse und
die Vorhersage vom kalibrierten Modell für die Moden
m = −3 und m = +3 in Abhängigkeit der Frequenz
dargestellt. Für die Mode m = −3 werden die Trans-
missionsgrade gut vorhergesagt und die Reflexionsgrade
werden, im Vergleich zur Mode m = +3, gut geschätzt.
Für die Mode m = +3 kommt es zu großen Differenzen
zwischen den gemessenen und den berechneten Werten.

Fazit und Ausblick

Anhand von Messdaten wird das 2D-Kaskadenmodell
von Smith kalibriert. Mit dem kalibrierten Modell kann
die Transmission und Reflexion akustischer Moden durch
Statorstufen ohne überlagerte Strömung vorhergesagt
werden. Dies war mit dem bisherigen Smith-Modell nicht
möglich. Die Vorhersage ist erfolgreicher, wenn der Aus-
breitungswinkel der Mode dem Anstellwinkel der Stator-
schaufel entgegengesetzt ist. Wenn der Ausbreitungswin-
kelwinkel der Schallmoden nah beim Anstellwinkel der
Platten liegt, kann das kalibrierte Modell instabil wer-
den. Im Grenzfall erfüllt das Modell die Venetian-Blind-
Bedingung und sagt totale Transmission voraus. Die Ka-
libration wird nur am Caustic-Radius bestimmt. Eine
Kalibration an mehreren radialen Positionen würde die
Ergebnisse vermutlich weiter verbessern, jedoch den Re-
chenaufwand auch deutlich erhöhen. Ein Ziel für zukünf-
tige Weiterentwicklungen ist es, die Bestimmung der β-
Koeffizienten zu verbessern, um die Instabilitäten zu un-
terdrücken. Mit dem vorgestellten Verfahren kann das

Modell auch für kleine Machzahlen, für die das Smith-
Modell ebenfalls instabil wird, kalibriert werden.
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