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Les analogies acoustiques permettent en phase de conception le meilleur compromis entre précision et temps de
restitution, et sont a ce titre employées par les motoristes aéronautiques pour prédire le bruit de jet. La prise
en compte des effets de propagation par le calcul de la fonction de Green numérique associée au probléme
d’intérét peut se faire de maniere attractive par la méthode de 1’adjoint. Cette technique introduite par Tam et
Auriault pour les EEL repose sur I’interversion de la position source/observateur et nécessite la formulation et la
résolution d’un systeme d’équations dédié. Le champ de la variable physique peut alors étre déterminé localement
a partir de la solution du probléme adjoint pour un terme source quelconque. Cette étude analytique présente
succinctement les fondements théoriques de la méthode et illustre sur un cas simple la maniere de formuler le
probléme adjoint. La méthode générale d’obtention d’un probleme adjoint pour un probléeme multivariable sera
donné. Ce travail souligne que la formulation par I’adjoint n’est pas unique et I’illustre sur le cas d’un écoulement
stratifié. Aux équations adjointes classiques sont comparées les équations adjointes symétrisées et certains écueils
d’interprétation sont signalés. Enfin le théor¢me de représentation sera employé et permettra de retrouver un

résultat de la littérature.

1 Introduction

Pour un nombre croissant de secteurs de 1’industrie, la
maitrise et la réduction de la pollution sonore devient un
enjeu important, et répond a une demande toujours plus
forte de la société. Pour un motoriste aéronautique, le bruit
généré est un parametre crucial et fait parti intégrante de la
certification des moteurs. Depuis les travaux pionniers de
Lighthill [18], les pratiques de conception des turbomachines
ont beaucoup évoluées ; elles ont bénéficié du développement
de l'outil informatique et font a présent intervenir des
algorithmes d’optimisation multi-métiers. L’approche par
le biais d’une analogie acoustique, telle que proposée
par Lighthill, reste cependant toujours d’actualité car elle
réalise dans ce cadre le meilleur compromis entre précision
de la prédiction et temps de restitution. Les analogies
acoustiques reposent sur une stratégie dans laquelle les
sources de bruit sont modélisées par simulation numérique
de I’écoulement, dans un premier temps; le rayonnement
du champ acoustique est alors calculé dans une seconde
étape [12,24]. En présence de géométries et d’écoulement
complexes, les modeles de propagation analytiques ne sont
pas satisfaisants et il est également nécessaire de recourir
a la simulation numérique [3] comme le tir de rayons, la
résolution des Equations d’Euler Linéarisées (EEL), ou
encore les APE (Acoustic Perturbation Equations) [9].
Ces méthodes numériques sont cependant cofiteuses et
souvent mal adaptées pour des sources étendues et situées
dans un écoulement complexe, comme cela est le cas pour
caractériser les effets d’installation.

Dans ce contexte, la technique de 1’adjoint compris
comme un moyen de calculer une fonction de Green
réciproque est attrayante, car elle permet formellement
d’inverser la position des sources de bruit, nombreuses
et éparses, et celle des microphones, en quantité moindre
et localisés. Ce changement de point de vue se traduit en
pratique par une réduction considérable du temps de calcul
lors de la prise en compte des effets de propagation, le
nombre d’évaluations numériques nécessaires étant réduit au
seul nombre de microphones. Le principe de réciprocité [30]
est utilisé depuis longtemps en propagation acoustique [6,7],
mais sa mise en oeuvre via la résolution d’un probleme
adjoint est beaucoup plus récente en aéroacoustique, et
remonte aux travaux de Tam et Auriault [31]. Ces auteurs
proposent également dans leurs travaux, une méthode
analytique pour calculer la fonction de Green adjointe
a I’équation de Lilley [19], définie, pour un écoulement
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validérent leur solution analytique par un calcul direct
des équations adjointes aux EEL autour d’un écoulement
moyen réaliste [31] et I’appliquérent comme propagateur
acoustique pour leur modele stochastique de bruit de
mélange turbulent [32]. Goldstein et al. [11] étendirent cette
formulation analytique pour rendre compte de 1’évasement
de 1’écoulement moyen du jet. La méthode de 1’adjoint
et la solution analytique proposée par Tam et Auriault
flrent largement reprises par la communauté [15, 16, 21].
Morris et al. [22, 26] puis Miller [20] utiliserent des
solutions asymptotiques de 1’équation de Lilley dans
les limites haute et basse fréquences. Pour 1’étude et le
développement de nouveaux modeles de sources du bruit de
jet, le champ acoustique n’est souvent étudié qu’a un angle
de 907, et la solution adjointe a 1’équation d’Helmholtz est
considérée [23, 24]. Parallelement a ces développements
analytiques, Karabasov et al. développerent un code complet
3D permettant de résoudre dans le domaine de Fourier
les équations adjointes aux EEL [13, 14] et adapterent la
formulation de I’adjoint a I’analogie de Goldstein [12, 27].
Notons également que Afsar et al. ont généralisé la
méthode de 1I’adjoint pour une formulation plus générale du
terme source du bruit de jet au moyen d’un théoreme de
représentation [2].

Remarquons que les équations adjointes aux équations
d’Euler ont été formulées en premier pour de la résolution
optimale d’un probléme a grand nombre de degré de
liberté [1]. Bewley et al. donnerent le systeme adjoint aux
EEL complet écrit a 1’aide des variables conservatives dans
une étude fondamentale sur le contrdle de la turbulence [4].
Cette utilisation de 1’adjoint a connu d’autres applications
dans le contrdle des structures responsables du bruit de
jet [29,33].

De nombreuses questions restent ouvertes quant a
I’utilisation de 1’adjoint pour le calcul des fonctions de
Green réciproques. Ces lacunes restreignent le potentiel de
I’utilisation de la méthode qui pourrait, entre autre, aisément
étre étendue a 1’étude du phénomene d’effet d’installation
pour rendre compte de configurations réelles. La premicre
section rappelle le lien théorique entre fonctions adjointes
et la relation de réciprocité, une formulation générale du
théoreme de représentation sera alors donnée. Un cas simple
de construction de 1’adjoint est alors détaillé en considérant
I’équation d’advection. La suite de I’étude s’intéressera a
I’équation d’Helmholtz a indice variable et aux équations
linéarisées pour un écoulement stratifié.



2 Opérateur adjoint

Cette section a pour but de présenter le cadre théorique
dans lequel est établi la méthode de 1’adjoint. Apres avoir
rappelé sa définition, la relation I’unissant aux fonctions de
Green sera établie. Nous terminerons cette section avec le
théoréme de représentativité [2] permettant la mise en ceuvre
pratique de la méthode.

L’adjoint est un qualificatif associé a une équation
différentielle aux dérivées partielles ou a sa solution qui
caractérise sa relation vis-a-vis d’une autre équation qui sera
qualifiée de direct. Cette relation est sujette a la définition
préalable d’une forme bilinéaire symétrique définie. Par
commodité et sans perdre de généralité sur ce qui va étre
présenté, nous associerons, le caractere défini positif aux
formes considérées de sorte a pouvoir parler de produit
scalaire. Bien que 1’adjoint soit définit dans le cadre de la
théorie des opérateurs linéaires, il peut arriver que I’on parle
abusivement de 1’adjoint d’un opérateur non-linéaire, mais
il s’agit bien de sa forme linéarisée a laquelle se rattache le
terme adjoint.

Définissons pour notre étude, un opérateur linéaire &’
forcé par un terme source s’ régissant 1’évolution d’une
variable d’état ¢'. Le probleme direct est défini par la relation
suivante :

qu/ — (])

Nous n’expliciterons pas ici les conditions limites
nécessaires au probleme (1) pour qu’il soit bien posé.
Ces dernieres alourdissent les calculs et ne posent pas de
difficultés théoriques particulieres. De maniere cohérente,
nous considérerons de plus comme nuls les termes de bords
spatiaux-temporels. L’adjoint 27 associé a £’ est défini de
maniere unique [17] pour le produit scalaire <,> par la
relation suivante, connue sous le nom de troisieme identité
de Green :

<q,2q>=<2%"q > 2)

ot q" est la variable adjointe. A nouveau, il est possible
de généraliser cette relation de sorte a pouvoir prendre en
compte d’éventuels termes de bords; on pourra se référer
aux paragraphes §4.12 de [17] ou §7.5 de [25]. 1l est possible
de conserver la relation (2) en I’état en choisissant une
définition du produit scalaire généralisée aux termes de
bords tel que donnée, par exemple, par Giles et al. [10].
Une fois €7 précisé, il est commode de définir le probléme
adjoint 4 (1) en définissant un terme source adjoint s' tel
que :

QTqT =gf 3)

Il est possible de retrouver simplement le principe de
réciprocité a partir de ce formalisme. En notant par o,
(resp. dg, ;). la distribution de Dirac associ€e a la variable i
(resp. j) au point ¥ (resp. X,) de I’espace, on peut définir les
fonctions de Green des problémes direct et adjoint par :

Q'G/_, 0 = 6);’”([)

X

v,

() = 0%

“)

ou G’y @ st la réponse du probléme direct a une excitation

sur la i-€me variable au point X, et ol G; (j) est la réponse du
probléme adjoint & une excitation sur la j-€me composante

au point X,. La figure 1 illustre le principe de la méthode. En
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injectant ces relations dans I’identité de Green (2), on obtient
[5]:
(%)

Cette relation est I’écriture générale du principe de
réciprocité qui établit I’égalité entre [’impact a la position X,
sur la j-eme composante du probléme direct d’une excitation
sur la i-eme composante a la position X et 'influence
a la position %; sur la i-eme composante du probléeme
adjoint d’une excitation sur la j-eme composante a la
position %,. Pour une équation scalaire, la relation (5) s’écrit
simplement [17,25] :

’ _ ¥
<050 Gy > = <Gy ;0200 >

xS’

G, (%) =G, (%) (6)

Dans le cas particulier pour lequel, le probléme considéré
est auto-adjoint ou symétrique, i.e. lorsque £ = €’ = £, on
obtient la relation de réciprocité classique suivante [7, 8] :

Gy (%) = Gy, (Xy) )

Fort de ces résultats, on remarque qu’il est possible
avec I’identité de Green (2) de venir écouter en un point X,
donné, la j-eme composante du vecteur d’état physique a
partir de la connaissance de la fonction de Green adjointe

GT? 0 obtenue pour une excitation pour cette j-¢éme variable

et a ce méme point ¥,. Cette relation a été donnée pour
certaines configurations particulieres dans la littérature [2]
et est connue sous le nom de théoreme de représentation :

/ _ T ’
<Oz, 0 >=<G, .8 > (8)
- -
T Xo )

GY

Domaine physique Domaine adjoint

Ficure 1 — Dans I’espace adjoint, la position de la source et

de I’observateur sont échangés. L’écoulement de base reste

identique, mais les équations qui gouvernent I’évolution des
variables s’en trouvent modifiées.

3 Outils et conventions utilisées

En pratique I’équation adjointe s’obtient en projetant,
au moyen d’un produit scalaire, 1’équation d’intérét sur
une fonction test qui deviendra la variable adjointe.
L’adjoint est alors obtenu en libérant, par des manipulations
mathématiques, la variable du probleme direct de son
opérateur de dérivation. L’application du théoréeme de Green
- Ostrogradsky et la définition de conditions limites pour le
probléme adjoint permet d’annuler d’éventuels termes de
bord et de se ramener a I’identité de Green qui par unicité
de I’adjoint définit sans équivoque ce dernier. Cette section
présente les outils mathématiques requis pour le calcul de
I’adjoint ainsi que les conventions retenues.

La transformée de Fourier # et sa transformation
réciproque 7! sont définies comme :

fw = [ foean =70 ©)
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f0) = (10)

3 [ s =7
27 Joo

Pour les équations scalaires que nous traitons, nous
considérerons les produits scalaires usuels de 1’espace des
fonctions de carré intégrable, définis sur I’espace Q de
I’étude et a valeur dans R ou C. Nous notons par f* le
conjugué de f.

Vf,geQxC <f,g>@=ff*ng arn
Q

Vf,ge QxR <f,g>R:f ffngdt (12)
/-8 I8 A

Les équations multivariables de dimension n que nous
présentons ici sont définies dans I’espace de Fourier.
Pour toute matrice H hermitienne définie positive, nous
définissons, le produit scalaire induit par H comme :

Vi, e Qx C" <L7,1?>H=fﬁ”H\?dQ (13)
Q
En définissant par ¢ le vecteur d’état du probléme
direct, un systeme linéaire d’ordre un &’ s’écrit de maniere
générique comme :
. . ’ a ’ ’
¢ = —iwg’ + -—(Bi') + Ca (14)
6)6,‘
On peut montrer que 1’adjoint QL qui lui est associé par
le produit scalaire induit par H s’écrit pour un vecteur d’état

adjoint q" comme :

ot - aq" oH\ .
20’ = iwq’ - H*lBi”Hai + (HICHH— HIB,-"—)q‘
Xi

4 L’équation d’advection

Illustrons ici simplement comment les différentes notions
définies plus haut s’agencent entre elles dans le cas de la
convection d’un scalaire passif f. En notant iy, la vitesse de
convection, I’équation dans le domaine temporel dont f est
solution s’écrit comme : B

u() af
(f) - +uo vf (16)
En appliquant la définition de la transformée de Fourier
(9), on peut écrire le probleme harmonique dont f est
solution :

Dy, (f) = —iwf +io - Vf a7)

4.1 Analyse dans le domaine temporel

Le membre de gauche de I'identité de Green (2) pour
I’équation d’advection prit dans le domaine temporel s’écrit
comme :

4 Dﬁo 0 + (9]_0 .
<]—C’DI(J—()>R=\/: LJ—( (E+u0-V]_”)det (18)
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Par intégration par partie et en appliquant le théoreme de
Green-Ostrogradsky, il est possible de reformuler I’équation
précédente :

</, “°(f)>R— ff[—mo VfT]fdet

+I: wfj_fﬁo-ﬁ&(zdmf[fﬂt__ dQ

(19)

En définissant des conditions limites et des conditions

initiales appropriées pour la variable adjointe f', il est

possible d’annuler les termes de bord et de se ramener a la
relation :

T

Dy,
<fh5 >k =7 - {—+u0 vy

£ dQ dr

DM
=< Ff(f)d_" >R
(20)

qui par identification avec I’identité de Green permet de
définir 1’adjoint de I’équation d’advection D;O /Dt pour le
produit scalaire réel usuel :

D, off
5y D = === = Vf" = =Dy (f)
ot
L’équation adjointe a I’opérateur de convection est donc
définie comme étant I’ opposée a celle du probleme direct ; on
dit que I’opérateur de convection est asymétrique.

1)

4.2 Analyse dans le domaine fréquentiel

Le membre de gauche de I'identité de Green (2) pour
I’équation d’advection pris dans le domaine de Fourier s’écrit
comme :

< £1.Du(f) >c = f £ (ciwf + i - V) dQ (22)
Q

En intégrant a nouveau par partie, en reformulant le terme
en divergence, et en conjuguant I’ensemble de 1’opérateur
différentiel, I’expression précédente se reformule en :

< f1, Dy (f) >c = —fg(—iwf"' + iy - VfT) fdQ

7 fidy - 7 0Q
Q

(23)
En définissant des conditions limites adéquates pour la
variable adjointe de maniere a annuler le terme de bord,
I’identification de l’expression précédente avec 1’identité
de Green permet de définir ’adjoint de 1’opérateur de

convection dans le domaine de Fourier, qui s’écrit :

D} (f") = iwf" —ito - V" = =Dy, (f") (24)

A travers cette analyse dans le domaine de Fourier,
on retrouve que 1’opérateur de convection est de nature
asymétrique. Le tableau 1 ci-dessous synthétise les divers
résultats obtenus pour 1’équation d’advection. On voit en
particulier que la transformée de Fourier reste valide dans le

domaine adjoint.



5 L’équation d’Helmholtz a indice
variable

L’équation d’Helmholtz & indice variable gouverne la
propagation acoustique de la variable de pression p’ dans
un milieu isobare uniformément convecté a la vitesse iy et
pouvant présenter des hétérogénéité dans la densité moyenne
po et la température du milieu. Notons que par propriété de
I’écoulement moyen, nécessairement i - Voo = 0. En notant
ap la célérité locale moyenne du son, 1’équation d’Helmholtz
a indice variable s’écrit dans le domaine de Fourier comme :

V- (aéVp’)

En négligeant les termes de bords, et apres quelques
manipulations mathématiques, I’identit¢ de Green (2)
appliqué au produit scalaire hermitien, permet de montrer
que I’équation d’Helmholtz a indice variable (25) est
autoadjointe et ainsi que :

L(p) = DR (p) - (25)

¢ph =D} (pH - V- (4Vp') (26)

6 Cas d’un écoulement stratifié

Les EEL décrivent la propagation du champ acoustique
dans un milieu hétérogéne quelconque. En absence de
gradients moyens de pression et pour un écoulement
stratifié, les variables acoustiques peuvent étre découplées
et le champ fluctuant de pression p’ peut étre déterminé
a partir de 1’équation de Lilley. Par soucis de concision,
nous considérons ici de plus un écoulement uniforme i,
et nous nous ramenons a 1’étude de 1’équation d’Helmholtz
a indice variable donné en (25). Dans cette section nous
présentons deux systemes adjoints aux équations linéarisées.
Nous soulignons les difficultés d’interprétation des variables
adjointes et donnons des pistes pour comprendre leurs points
de convergences. Les équations linéarisées s’écrivent pour le
vecteur d’état ¢’ = (o', pobf’ s p')T comme :

Day(p) +V - (po) ()
¢ =1 Dy, (po) + Vp/ (b) 27
Dy (p) +ypoV -l (©)

En notant par & = (S /)’»Spoli’s »)', le terme source du
probléme physique, I’équation d’onde pour la variable p’ se
calcul en considérant Dy, ((27.c)) = V - (a(z)(27.b)) et donne
pour I’opérateur d’Helmholtz a indice variable £’ :
(aOSPoM )

¢(p) =Dy, (Sp) -V (28)
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6.1 Equations adjointes classiques

Le systeme adjoint Q; est obtenu a partir du produit
scalaire canonique, induit par la matrice identité, soit H = I
dans (15). Ce systeme est équivalent a celui donné par Tam
et Auriault [31] pour un écoulement moyen comparable. En

choisissant pour vecteur d’état adjoint q° = (o, uf, p™)’, cet
opérateur adjoint s’écrit :
[ Dae) (@)
eq" ={ —Dy ") - alVp" -Vp'  (b) (29)
-Dy,(p") =V il (c)
Soit s = (§ o> > Spi)' le terme source du probleéme

adjoint. Conformément au théoréme de représentation (8), si
I’on souhaite calculer la variable p’, comme H = I est retenu
ici, s doit étre choisi nul sur chacune de ses composantes
hormis sur § ¢

Notons qu’il n’est ici pas possible de se ramener avec

ce systeme a 1’équation d’Helmbholtz a indice variable (26).

En calculant V - (29.5)) — D;,((29.¢)), on obtient pour cette
définition du terme source 1’équation suivante :

DI (pH-V- (agvp") v =

=-Dy (S,7)  (30)

6.2 Equations adjointes symétrisées

Une multitude de définitions pour la matrice H est
possible. Inspirons nous des travaux de Serre [28] et prenons
pour H la matrice de produit scalaire qui symétrise les
termes de flux du systeme (27) :

N

aé 0 -1
H=| 0 ®-1»I 0 31)
-1 0 R*/d}

Ol R*> > 1 de maniere 2 garantir le caractere défini-
positif cette matrice. En appliquant la définition (15), le
systeéme adjoint 2}1 formulé pour un vecteur d’état adjoint

T .
= (pL, ﬁ;,, p;I) s’écrit :

Dy (o) =V - il (a)

@i gt = ) R .
HH = DM()(”H) VPH ) sz PH )
R -1 \q
Duo(pH) - ao (C)
(32)
Il est intéressant de remarquer qu’en 1’absence de
gradients le systeéme (32) est asymétrique vis-a-vis du

Domaine temporel Domaine de Fourier
of
Formulation directe = 6_; +idp - Vf Dy, (f) = —iwf + iy - Vf
D! off
Formulation adjointe . (f) e ity - V7 DITZO(f) = iwft —ily - VfT

TaBLEAU 1 — Opérateurs directs et adjoints pour 1’équation d’advection exprimés dans les domaines temporel et de Fourier.
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systtme (27), la configuration étant alors analogue a
I’équation d’advection traitée plus haut.

La détermination du terme source du probleme adjoint

SL = (SpL s Sﬁ,; s SpL )" qui permette d’observer la variable p’,

sans &tre compliquée n’est pas triviale pour ce cas. Calcul

fait, on trouve que SL o« (1,6, a(z))T. Si cette définition du

terme source 511 est retenue, on obtient en considérant (32.a)

et (32.c) une relation d’isentropicité adjointe :

Dy, (Ply) = a5Da, (0}) (33)

L’intégration de cette relation (33), simplifie 1’écriture

de (32.b) en éliminant la dépendance en R. Toutefois, (32)

ne permet pas I’écriture de 1’équation d’Helmbholtz a indice

variable pour la variable pL, elle le permet cependant sur la

variable p;,. En calculant V- (32.b) — Dy, ((32.1)), on obtient,
en effet, avec cette définition du terme source :

D2 (oly) =V - (a2Vp}y) = =Dy, (SPL) 34)

6.3 Synthese du cas de I’écoulement stratifié

La non-unicité¢ de la formulation adjointe dans le cas
multivariable vient d’étre soulignée. Alors que les équations
linéarisées du probleme direct se réduisent a I’équation
d’Helmholtz a indice variable, cette étude montre que les
systemes adjoints ne peuvent se réduire, en général, en une
équation d’onde qui serait 1’adjoint de 1’équation d’onde
du probleme direct. On remarque de plus que les variables
elles-mémes obtenues a partir des différents systemes
adjoints n’ont pas la méme nature ; en effet, alors que p' est
simplement convecté par 1’écoulement moyen, p;, possede
une dynamique ondulatoire.

Appliquons a présent le théoreme de représentation
formulé en (8). Afsar et al. [2] utiliserent dans leur étude
un terme source de la forme s’ = (0,V-T,Q)", avec T le
tenseur de Lighthill et Q un terme source pour 1’équation de
I’énergie linéarisée. En choisissant st = (0, 6, 0 gp)T, a partir
de la solution aux équations adjointes usuelles £, on obtient
a I’identique I’expression du théoréme de représentation tel
que donné en [2] :

p'(R)=<i',V-T>c+<p'0>c (35)

En partant cette fois-ci des équations adjointes

.z . . T

symétrisées QL et en choisissant s;, = (6;0,6, axsz) .
on obtient :

PE) =<y V-T>c+<pp0> (36

Comme les relations (35) et (36) sont valides quelque soit
s’, nécessairement L_t)L =il et pL = p'. Cette derniére égalité
est en accord avec les relations (30) et (34) dont les dérivées
matérielles montrent que p;, et p' sont solutions d’une méme
équation d’ordre trois.

7 Perspectives

Cette étude a mis en avant que plusieurs formulations
du probleme adjoint étaient possibles et permettaient la
reconstruction de la fonction de Green réciproque. Il est clair
que certaines formulations de 1’adjoint se prétent davantage
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a une résolution numérique que d’autres. Quelques rares
codes de recherche ont vu le jour pour résoudre les équations
adjointes aux EEL [27, 31], mais développer un solveur
robuste adapté aux problématiques industrielles releve
de la gageure. Pour ne citer qu’un point dur, remarquons
que les ondes d’instabilité décrites par les EEL existent
également dans le domaine adjoint [13]. On peut alors
imaginer approximer le champ adjoint aux EEL a partir
de la solution d’un code de résolution des équations du
probleme direct. Il est attendu que la formulation adjointe
aux EEL se rapprochant le plus des EEL est celle obtenue
a partir du symétriseur H donné en (31), car c’est elle
qui symétrise les matrices de flux du probleme [28] et
rend asymétrique les équations linéarisées en absence de
gradients de I’écoulement moyen.

Pour s’affranchir du couplage entre les modes
acoustiques et le mode de vorticité, on peut accepter
de dégrader la solution en cherchant le champ acoustique
sous la forme d’un champ scalaire potentiel. On peut noter,
de plus, qu’a la fois, le bruit de mélange turbulent [32] et le
bruit de choc a large bande [23] peuvent étre reconstruits
a partir de la seule connaissance de la variable adjointe a
la vitesse fluctuante. Chercher le champ adjoint a la vitesse
fluctuante sous forme potentielle semble ainsi étre une piste
prometteuse.
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