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En raison de leurs grandes longueurs d’onde, les ondes acoustiques et les vibrations mécaniques en
basses fréquences ne peuvent étre facilement réduites dans les structures par I'utilisation de matériaux
dissipatifs. Nous proposons de réduire le bruit et les vibrations sur une large bande de fréquences a travers
un métamatériau microstructuré par un transfert et une dissipation de ’énergie dans des inclusions
ayant un comportement dynamique non linéaire. Celles-ci sont arrangées aléatoirement dans la matrice
du matériau. L’inclusion est un support creux contenant une masse ponctuelle reliée au support par
deux poutres, qui est réalisée de maniere a obtenir un comportement dynamique non linéaire dans
la bande de fréquences d’analyse. Ce systéme mécanique est modélisé par un systéme masse-ressort-
amortisseur avec une raideur non linéaire. La non-linéarité permet une atténuation sur une large bande
de fréquences, contrairement aux systemes linéaires qui n’engendrent une réduction que sur une bande
de fréquences étroite. Nous présenterons tout d’abord le design de l'inclusion en terme de géométrie,
dimension et matériaux, ’échantillon expérimental obtenu par impression 3D ainsi que les résultats
expérimentaux obtenus. Nous comparerons ensuite ces résultats a la prévision numérique donnée par
un modele numérique stochastique. Les résultats obtenus prouvent 'atténuation sur une large bande
basses fréquences, comme attendu.

1 Introduction présenterons la conception de linclusion en terme
de géométrie, dimension et matériaux, la fabrication

Parmi les premiers papiers traitant du pompage de expérimentale de ce systéme réalisée par un systéme

Iénergie par des oscillateurs simples, les travaux de
Frahm [1] et de Roberson [2] peuvent étre cités. Depuis
ces travaux, les développements de métamatériaux
pour absorber les vibrations et le bruit ont recu
récemment une grande attention et de nombreux
papiers ont été publiés sur ce sujet, comme par
exemple, [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16].
De nombreux travaux ont également traité du pompage
de I’énergie par des oscillateurs linéaires et non linéaires
dans le but d’atténuer les vibrations et le bruit
pour des systemes discrets ou continus aux échelles
macroscopiques et microscopiques. On peut notamment
citer [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28|.

Ce papier traite de la réduction des vibrations et du
bruit dans les structures a I’échelle macroscopique pour
la bande basses fréquences pour laquelle les premiers
modes structuraux sont excités. Il est bien connu
que les matériaux passifs dissipatifs ne sont pas tres
efficaces pour ce cas, comme ils peuvent 1’étre pour
les moyennes et hautes fréquences. L’objectif final
de ce travail est de réduire les vibrations et le bruit
induit sur une large bande basses fréquences grace a
un matériau microstructuré contenant des inclusions
qui sont réparties aléatoirement dans la matrice du
matériau. La premiere étape de ce travail est de
concevoir et d’analyser lefficacité d’une inclusion,
construite comme étant un cadre contenant une masse
ponctuelle, centrée sur une poutre. Cette inclusion
se comporte comme un oscillateur non linéaire congu
de maniere a ce que le pompage de 1’énergie soit
efficace sur une large bande de fréquence autour de
sa résonance, contrairement & une bande de fréquence
étroite pour un oscillateur linéaire. Pour cette premiere
étape, I'objectif est de développer un modele mécanique
simple ayant la capacité de prédire correctement
les résultats expérimentaux qui ont été mesurés. La
seconde étape consistera a développer un systeme
dynamique non linéaire plus sophistiqué. Dans ce
papier, consacré a la premiere étape, il est prouvé
que la non-linéarité induit une atténuation sur une
large bande de fréquence autour de la résonance, alors
que le systeme linéaire associé permet une réduction
seulement sur une bande de fréquence étroite. Nous
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d’impression 3D, et les mesures expérimentales qui ont
été obtenues. Nous comparerons les prévisions données
par le modele numérique stochastique avec les mesures.
Les résultats obtenus exposent 'atténuation physique
sur une large bande basses fréquences, comme attendu.

2 Conception de
réalisation expérimentale,

identification du matériau

l’inclusion,
et

Une inclusion a été congue a 1’échelle macroscopique.
Elle est composée d’'une masse ponctuelle (un cube),
centrée sur une poutre, laquelle est attachée a un cadre
creux. La longueur de la poutre est 0.0125m et sa
section carrée est 0.001 x 0.001m?. Les dimensions
externes du cube sont 0.005 x 0.005 x 0.005m3. Le
trou est un cylindre qui est centré dans le cube et ses
dimensions sont 0.005 x 0.0017527 m3. Le matériau de
I'inclusion et du cadre est de ’ABS. Cette inclusion a
été congue grace a un systéme d’impression 3D (PABS
(Acrylonitrile Butadiene Styrene) est couramment
utilisé comme matériau pour l'impression 3D). Une vis
en acier est insérée dans le trou (voir Figure 1). La

FIGURE 1 — Conception de I'inclusion insérée dans le
cadre (figure de gauche) et sa réalisation expérimentale
avec un systeme d’impression 3D (figure de droite).

masse m de l'inclusion est arrondie a celle de la vis
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qui est 0.0012kg. La masse volumique de I’ABS est
1780 kg/m?3. De tests de traction ont été effectués pour
I'identification des propriétés mécaniques du matériau
ABS qui est supposé étre homogene, élastique linéaire
et isotrope. Les tests ont fourni le module de Young,
2.2 x 10° Pa et le coefficient de Poisson 0.35. Cette
inclusion a été congue de maniere a ce que la premiere
fréquence de résonance du cadre soit autour de 1200 Hz
et que la premiere fréquence de résonance de I'inclusion
(masse ponctuelle et poutre) soit autour de 167 Hz.
Nous nous intéressons a I’analyse de la réponse aléatoire
stationnaire de l'inclusion dans la bande fréquentielle
d’analyse B, = [7fmax; fmax] aveC fmax = 1024 Hz,
causée par l'excitation aléatoire stationnaire générée
par une accélération imposée aux deux extrémités de
la poutre. La méme accélération est imposée aux deux
extrémités. L’accélération est égale a Daccélération
qui est imposée au cadre (qui peut étre considéré
comme rigide dans la bande fréquentielle d’analyse),
sur lequel une force externe aléatoire stationnaire est
appliquée (voir le paragraphe 5). La bande fréquentielle
d’observation est la bande B, = [90,190] Hz C B,, qui
contient la fréquence de résonance pour la basse et la
haute amplitude de 'excitation.

3 Modele numérique avec
excitation stochastique

Comme expliqué au paragraphe 1, un oscillateur non
lindaire avec un degré de liberté (DDL) est construit
pour modéliser le comportement dynamique non
linéaire de l'inclusion définie au paragraphe 2. La non-
linéarité de l'inclusion est due aux effets géométriques
non linéaires causés par les déplacements finis, le
matériau ABS étant supposé ayant un comportement
linéaire. Pour la configuration expérimentale qui est
étudiée, la direction principale de I'excitation et de la
réponse mesurée de l'inclusion est celle du déplacement
normal au plan du support (flexion de la poutre dans
le plan perpendiculaire au plan du support). Par
conséquent, l'approche proposée consiste a modéliser
ce déplacement normal de I'inclusion par un oscillateur
non linéaire a un DDL. Comme la non-linéarité est due
aux effets géométriques conséquents au déplacement
fini, il peut étre attendu un effet rigidifiant se traduisant
par une augmentation de la fréquence de résonance.
Cependant, les mesures expérimentales réalisées sur
cette inclusion (voir le paragraphe 5) ont montré un
effet assouplissant pour lequel la fréquence de résonance
diminue significativement. Un tel comportement peut
étre expliqué par la participation d’autres DDLs
(torsion autour de l'axe de la poutre et flexion dans
le plan du support), qui sont excités par un couplage
non linéaire. De ce fait, pour ce type de comportement,
il aurait été mieux de développer un oscillateur non
linéaire a plusieurs DDLs (qui est en cours comme
étant la deuxiéme étape de ce travail). Néanmoins,
il reste intéressant de développer un oscillateur non
linéaire & un DDL pour lequel la force élastique non
linéaire est directement identifiée & partir des résultats
expérimentaux. Le modele identifié, qui reproduira
approximativement les mesures, permettra d’analyser
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le phénomene attendu de pompage de I’énergie sur une
plus large bande fréquentielle autour de la fréquence de
résonance.

Le modele non linéaire a un DDL est composé
d’un systéeme masse-ressort-amortisseur avec un ressort
non linéaire, excité par son support (voir le schéma
en Figure 2). La masse de la poutre est négligée.
Soit Xjr(t) le déplacement imposé au support et soit
X,(t) le déplacement relatif de la masse ponctuelle par
rapport au support. Soit {X?Xp(t),t € R} laccélération

imp
Xs(t)
m
d'(X(1)) c
L Fee)
Ximp()

FIGURE 2 — Modele 1D simplifié.

imposée au support, qui est un processus stochastique,
centré, du second-ordre et gaussien, défini sur ’espace
probabilisé (©,7,P), pour lequel la fonction de
densité spectrale de puissance est notée Syexp(w).
imp
Nous cherchons a trouver la solution stochastique, du
second-ordre, stationnaire {X;(t),t € R} (qui n’est
pas gaussienr}e) de I'équation non linéaire stochastique
suivante m(X(t) + Xp2(t)) + cXs(t) + ' (Xs(t)) = 0
pour t dans R, qui est réécrite comme
mX (1) + X (t) + O (X (1) = F(1), t €R,

ot FP(1) —mXpP(t), m est la masse de
I'inclusion introduite précédemment, ¢ est le coefficient
d’amortissement, ®'(z) est la dérivée par rapport & x du
potentiel élastique qui sera identifiée au paragraphe 5
pour deux différentes amplitudes d’excitation.

(1)

La puissance d’entrée moyenne L, = E{F$™®(t) X,(t)}
(pour laquelle E est l'espérance mathématique) et
la puissance dissipée moyenne Ilg = cE{XS(t)2},
qui sont indépendantes de ¢ et qui sont égales (grace
a la stationnarité), peuvent étre écrites comme
I, = fR Tin(w)dw et Mgs = f]R Taiss(w) dw, pour
lequelles les densités i, (w) et maiss(w) sont telles que

Tin(w) = Spewy (W) (2)

Dans I'Eq. (2), Spewy_ est la fonction de densité inter-

. . . (&
spectrale des processus stochastiques stationnaires F. P

et X, et Sy est la fonction de densité spectrale de

Taiss(w) = ¢S (W) .

puissance du processus stochastique stationnaire X,. Le
pompage de l'énergie exprimé comme une fonction de
la fréquence est donc caractérisé par m,(w) = maiss(w).
Dans le but de qualifier lefficacité du pompage de
I’énergie comme une fonction de lintensité de la
non-linéarité, on introduit la quantité normalisée,

Tdiss (w)

Tin,norm ((,U) = SFS"P ((.U) .

3)
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Finalement, le potentiel élastique ®(x) sera identifié
expérimentalement grace a la fonction dépendant de la
fréquence FRF?(w) définie sur By par,

S, poe ()2
|Spew (w)[?

11 peut étre noté que si ®’(z) était une fonction linéaire
de 2 (oscillateur linéaire), alors FRF? aurait représenté le
carré du module de la fonction de réponse en fréquence
du filtre linéaire associé pour lequel Fs* est 'entrée et
X s la sortie.

FRF? (w) = (4)

4 Solveur stochastique et traitement

du signal

Solveur stochastique. Pour la construction de
la solution stochastique stationnaire de I’équation
différentielle non linéaire définie par 1'Eq. (1), la
méthode de Monte Carlo [29] est utilisée. Soit
{F™(t;0,),t € R} une réalisation du processus
stochastique Fs® pour 0, € ©. Considérant L
réalisations indépendantes, pour chaque réalisation 6y,
nous avons donc & résoudre I’équation différentielle non
linéaire déterministe avec des conditions initiales,

mX (t;00) + X (t;00) + ' (X (t;0,))
t € [0,to +1T],
X(0,60,) =0, X(0,0,) =0

= FJ0(t;60),

(5)

La partie {X (¢;60;),t € [0,t0]} de la réponse aléatoire
non-stationnaire correspond au signal transitoire
induit par les conditions initiales, qui décroit
exponentiellement & cause de l'amortissement. Cette
partie de la réponse est supprimée dans le traitement
du signal des quantités du second-ordre de la solution
stationnaire. Le temps ty est choisi de sorte que la
réponse transitoire soit négligeable pour ¢ > ty. La part
de la trajectoire correspondant a la réponse stationnaire
est Xq(t;6,) = X(t — to;00) pour ¢ dans [to,to + TJ.
Le temps T qui est relié a la résolution fréquentielle
est défini apres. Le probleme déterministe défini par
I'Eq. (5) sera résolu avec un schéma de Stérmer-Verlet
présenté apres.

Echantillonnage temporel et fréquentiel. Pour construire
les quantités du second-ordre de la réponse stationnaire
X, le traitement du signal requiert un échantillonnage
temporel avec un pas de temps constant A; qui est
obtenu grace au théoreme de Shannon pour les processus
stochastiques stationnaires [30, 31]. L’échantillonnage
fréquentiel est donc écrit comme f. = 2 f.x et le pas
de temps est Ay = 1/f.. L’échantillonnage temporel
correspondant est t, = a/A; avec a = 0,1,..., N — 1
pour lequel Dlentier N est choisi de sorte a ce que
la résolution fréquentielle Ay 1/T = 0.125 Hz ou
T = NA; donne N = 16384 pour T' = 8s. Les points
d’échantillonnage correspondants dans le domaine
fréquentiel sont fg —fmax + (B + 1/2)A; pour
6=0,1,....,N —1.
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Génération de réalisations indépendantes du processus
stochastique Fs®. La représentation spectrale du
second-ordre usuelle pour les processus stochastiques
stationnaires est utilisée [32, 33]. La fonction
de densité spectrale de puissance Spesp(w) du
processus  stochastique, centré, du second-ordre
stationnaire, gaussien F5" est telle que Spev(w) =
m? Sgexp(w), pour laquelle Sgexp(w) = wS exp(w).
imp imp mp
La — R exp( )
lmp
stochastique Xﬁ;g est telle que
E{X®t + 7)X2P(1)} et telle que

imp imp

fonction d’autocorrélation T

du processus
Bew(T)
Bgew(m)
réalisations du processus
ordre, stationnaire et gaussien X;» est basé sur
la représentation spectrale usuelle r34, 35]. Soient
Po,...,Un_1, N variables aléatoires uniformes
mutuellement indépendantes sur [0,1], et soient
o0,..-,¢N—1, N variables aléatoires uniformes
mutuellement indépendantes sur [0,27], qui sont
indépendantes de Wy,...,¥y_;. La représentation
spectrale utilisée est,

\/KRe{Z

g emisnt =it } te0,to+T], (6)

pour laquelle A, = 2r Ay, ot Zg = /—log(¥p) et
= 27 fg. D’apres I'Eq. (4), il peut étre déduit que

chaque réalisation {Xf;;‘lg (t;00) ,t € [0;to+T]} est décrite
comme

fn)ig(t 0c) ~ V24, Re{ Zg:_ol 9s.e e_iwﬁt}v
te0,to+1T),

IR Qi San’ig(w) dw. Le générateur de

stochastique, du secon-

exp

1mp XEP w,@

1mp

(7)

ot ggo = , /Sexp (wp) Zp(00) e~18(0)  Par lutilisation
imp

de la FFT {/g\o,[, e 7§N—1,€} de {g()’g, e 79N—1,[}, qui

est écrite comme g, = Zg;ol 98,0 exp{ — 2i7raﬁ/N}

pour a =0,1,..., N — 1, on obtient

Xflflg(ta;ﬁg) =27, Re{ exp { — iwa(%)}ﬁa,g} ;
a=0,1,...,N—-1.

(8)
Schéma d’intégration de Stérmer-Verlet. Le schéma
d’intégration de Stormer-Verlet est bien adapté pour
la résolution des systemes hamiltoniens dynamiques
[36, 37] comme proposé, par exemple, pour le cas
dissipatif, dans [38]. Un tel schéma préserve énergie
mécanique durant lintégration numérique. Nous
réécrivons donc I’'Eq. (5) dans la forme hamiltonienne
dissipative suivante
X(t;60) =

7Y(t59€) ) € [O,to +T] )

Y (t:60) = —'(X(5:60) — — Y (:00) + FP(t:00),

te [O,to-i-T},

X(0;0¢) =0, Y(0;0,) =
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On utilise la notation uy = U(ts;0¢). Le schéma
d’intégration de Stormer-Verlet pour I'Eq. (9) est alors

écrit, pour a« =0,1,..., N — 1,
A
i =g o
+1/2 c c
gt =y A= @ (@) - e - or A
+F§Xp(ta+1;0£)) ,
atl _ _a+l/2 2t atl
Ly ) + om7e
) (10)
ot Fs™P(toy1;0p) = —mXieIflg(ta+1; 0p).

Traitement du signal. Pour estimer les fonctions de
densité spectrale de puissance et les fonctions de densité
inter-spectrale définies aux Eqs. (2) et (4), la méthode
du périodogramme [30, 31] est utilisée.

5 Mesures expérimentales et
identification du modele avec

excitation stochastique

FIGURE 3 — La configuration expérimentale.

Configuration expérimentale et mesures. La configuration
expérimentale peut étre observée en Figure 3. Le
déplacement Xﬁflg a un point du cadre rigide qui est
suspendu et le déplacement X*P de la masse ponctuelle
(inclusion) sont mesurés avec deux capteurs laser.
L’excitation appliquée sur le cadre rigide est donnée
par un pot vibrant. Les réponses expérimentales ont
été mesurées pour deux amplitudes de 'accélération
expérimentale Xﬁzﬁ : la premiere correspond & une
amplitude faible pour laquelle la réponse de 'oscillateur
est approximativement linéaire et la seconde correspond
a une amplitude forte pour laquelle la réponse est
non linéaire. Ces deux cas seront identifiés par les
symboles L et NL, respectivement. Par conséquent,
la force correspondante F5? = —m Xfmxg appliquée &
Poscillateur est notée, pour les deux amplitudes, par
FS&PE et F&PY . Les fonctions de densité spectrale de
puissance SFSexp,L et SFSXP,NL sont affichées en Figure 4
pour la bande fréquentielle B,. Des fluctuations peuvent
étre observées sur ces fonctions de densité spectrale
de puissance, ce qui implique des fluctuations pour
les fonctions de densité spectrale de puissance du
déplacement de linclusion (ces fluctuations seront
réduites dans les prochains travaux par une adaptation
de la configuration expérimentale et du traitement
du signal). Comme ces fonctions de densité spectrale
de puissance expérimentales sont utilisées comme
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entrées pour les réponses stochastiques numériques de
loscillateur non linéaire, ces fluctuations entrainent des
fluctuations dans les fonctions de densité spectrale de
puissance des réponses.

Fonction DSP expérimentale SFexp pour une amplitude faible (L)

et pour une amplitude forte (NL)

7|

10

R

100

Spen(2nf)

140 160
f (Hz)

120

FIGURE 4 — Fonction DSP expérimentale Sy.”” pour une
amplitude faible (L) et pour une amplitude forte (NL) de
Iexcitation.

Identification expérimentale de la force élastique
non linéaire. Comme expliqué au paragraphe 3,
pour chacune des deux amplitudes, l’identification
expérimentale de la force élastique non linéaire est
obtenue en réduisant au maximum sur la bande
fréquentielle B,, la distance entre FRF? (définie par
I'Eq. (6)) calculée avec le modele et la méme quantité
construite a partir des mesures expérimentales.

(i)- Faible amplitude. Une représentation algébrique a
un parametre de ®'(x) est choisie comme @/ () = ky .
L’identification expérimentale donne k; = 1305 N/m
(voir Figure 5).

(ii)- Forte amplitude. Une représentation algébrique
& trois parametres de ®'(z) est définie par @/ (z) =
k(o + a2x2)*1/4 ol kj est fixée a la valeur identifiée
pour le cas a faible amplitude et ou l'identification
expérimentale des deux parametres positifs aq et oo
donne a; = 3 et ap = 108 m~2 (voir Figure 5).

Pour chacune des deux amplitudes, la Figure 6
présente la comparaison entre la fonction FRF? pour
le modele identifié avec celle obtenue avec les mesures
expérimentales. Il peut étre vu un raisonnable accord
entre les essais et le numérique, sachant qu’'une
approximation a été introduite pour la construction du
modele (voir les explications données au paragraphe 3)
et en prenant en compte l'existence de fluctuations
dans les fonctions de densité spectrale de puissance
expérimentale de I'entrée.

6 Pompage de 1’énergie dans
la bande fréquentielle B, et
comparaison avec les résultats

expérimentaux

La Figure 7 (prédictions avec le modele identifié) et la
Figure 8 (résultats expérimentaux) montrent la densité
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Identification de la force élastique pour une amplitude faible (L)
et pour une amplitude forte (NL)
0.25 T

0.21 1

0.051 1

x 10"

FIGURE 5 — Identification de la force élastique pour une
faible amplitude (L) et pour une forte amplitude (NL) de
I’excitation.

Comparaison de la FRF? expérimentale (exp) avec le modéle numérique
identifié (num) pour une amplitude faible (L) et pour une amplitude forte (NL)

-9
2210 ‘ ‘ ‘ :
—exp NL
—num NL
—explL
15F —num L
&
N
o A ]
w
o
[T
0.5r 1
0 100

FIGURE 6 — Comparaison de la FRF? expérimentale (exp)
avec celle du modele numérique identifié (num) pour une
faible amplitude (L) et pour une forte amplitude (NL).

de puissance de l'entrée normalisée définie par I'Eq. (3)
pour une amplitude faible et pour une amplitude forte.
Il peut étre vu une raisonnable concordance entre la
prédiction obtenue avec le modele et les essais. De plus,
les résultats présentés dans ses deux figures confirment
un fort effet de la non-linéarité qui permet au pompage
de I'énergie d’étre efficace sur une plus large bande de
fréquence autour de la résonance que pour le cas linéaire,
ce qui était I'objectif de ce travail.

7 Conclusions

Dans ce papier, nous avons présenté les résultats
relatifs a la premiere étape d'un travail dédié a la
conception et a 'analyse d’un matériau microstructuré
non linéaire pour réduire le bruit et les vibrations en
basses fréquences. Nous avons développé la conception
d’une inclusion a Déchelle macroscopique, qui a
été produite avec un systeme d’impression 3D. Les
dimensions de cette inclusion peuvent étre facilement
réduites avec la meéme technologie. Une premiere
version du modele dynamique non linéaire a été
développée et ses parametres ont été identifiés avec
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Densité de puissance d’entrée normalisée .
in, norm

pour une amplitude faible (L) et pour une amplitude forte (NL)

50 C
—NL
40/ ]
Qli‘/ 301 1
)
< [
< 201 \ 1
; A
A
10l “/ l
/
0 100 120 140 160 180
f (Hz)

FIGURE 7 — Densité de puissance de ’entrée normalisée
Tin,norm Prédite par le modele identifié pour une faible
amplitude (L) et pour une haute amplitude (NL).

exp
in, norm
pour une amplitude faible (L) et pour une amplitude forte (NL)

50 T T T T

Densite de puissance d’entrée normalisée 1t

—L
—NL
400 |

101

100 120

FIGURE 8 — Densité de puissance de I’entrée normalisée
exp / } so.
Tinnorm obtenue avec les résultats expérimentaux pour une

faible amplitude (L) et pour une forte amplitude (NL).

les tests expérimentaux. Les prédictions données par
le modele et les essais ont confirmé que le phénomene
du pompage de I’énergie est efficace sur une plus large
bande fréquentielle autour de la fréquence de résonance
que pour le cas linéaire. Le travail en cours consiste a
développer un modele plus sophistiqué de I'inclusion,
prenant en compte les couplages non linéaires entre
plusieurs degrés de liberté.
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