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Nous étudions le rayonnement acoustique dans un écoulement général (non potentiel). En régime harmonique, nous
considérons des géométries 2D arbitraires et donc nous privilégions les méthodes d’éléments finis adaptées à des
maillages non-structurés. Nous développons une méthode qui combine la résolution de l’équation de Helmholtz
convectée (Helmholtz généralisée à la présence d’un écoulement), bien adaptée à une résolution par éléments
finis mais valable uniquement pour un écoulement potentiel, et qui prend en compte le couplage acoustique-
hydrodynamique : les tourbillons générés par l’acoustique et le bruit généré par les tourbillons. La méthode est
basée sur la résolution des équations de Goldstein, valables pour un écoulement non potentiel, combinant l’équation
usuelle de Helmholtz convectée et une inconnue supplémentaire vectorielle représentant la vorticité et satisfaisant
une équation de transport. La résolution se fait par un processus itératif, dans lequel la vorticité sert de terme source
à l’acoustique et est remise à jour à chaque itération. L’efficacité de la méthode a été testée dans des domaines de
propagation borné ou non borné (le domaine de calcul est alors borné par des PML).

1 Les équations de l’aéroacoustique
pour un écoulement général

1.1 Géometrie et écoulement
Un domaine Ω contient un fluide parfait compressible

en écoulement, supposé stationnaire et homentropique.
L’écoulement est caractérisé par ses champs non uniformes
de vitesse v⃗0, de densité ρ0, de pression p0 qui satisfont les
équations d’Euler combinées avec l’équation d’état :

div(ρ0v⃗0) = 0,

ρ0

(⃗
v0 · ∇⃗

)
v⃗0 + ∇⃗p0 = 0,

p0 = µρ
γ
0,

où µ est une constante, γ = cp/cv avec cv la capacité de
chaleur spécifique à volume constant et cp la capacité de
chaleur spécifique à pression constante. Sur les parois rigides
notées Γ la condition aux limites s’écrit :

v⃗0 .⃗n = 0 sur Γ,

où n⃗ désigne le vecteur normal extérieur. Enfin, nous
introduisons la vorticité de l’écoulement ω⃗0 = r⃗ot v⃗0. Deux
principaux modèles de propagation acoustique existent en
fonction de la valeur de ω⃗0.

1.2 Cas d’un écoulement potentiel

Si ω⃗0 = 0⃗, l’écoulement est potentiel v⃗0 = ∇⃗φ0. Si nous
notons v⃗ la perturbation de vitesse, on montre qu’elle est
également potentielle, associée au potentiel φ tel que v⃗ = ∇⃗φ.
En régime harmonique de fréquence ω, le potentiel satisfait
l’équation de Helmholtz convectée [1, 2] :

ρ0
D
Dt

 1
c2

0

Dφ
Dt

 = div
(
ρ0∇⃗φ

)
,

où D/Dt = v⃗0 · ∇⃗ − iω est la dérivée convective, avec la
condition aux limites ∂φ/∂n = 0 sur Γ. La vitesse du son
c0 est déduite de la vitesse du fluide par la relation de
Bernouilli :

|v⃗0|2
2
+

c2
0

γ − 1
= cste.

La pression et la densité sont déduites de c2
0 = γp0/ρ0 et de

la loi d’état p0 = µρ
γ
0.

L’équation de Helmholtz convectée est attractive car elle
est bien adaptée à une résolution par une méthode d’éléments
finis et il existe des codes industriels performants [3].

1.3 Les équations dans un écoulement général

Si ω⃗0 , 0⃗, la perturbation de vitesse est décomposée sous
la forme :

v⃗ = ∇⃗φ + ξ⃗,
où le potentiel des vitesses φ et la nouvelle inconnue ξ⃗
satisfont le système couplé :

D
Dt

 1
c2

0

Dφ
Dt

 =
1
ρ0

div
[
ρ0

(
∇⃗φ + ξ⃗

)]
,

Dξ⃗
Dt

= ∇⃗φ ∧ ω⃗0 −
(
ξ⃗ · ∇⃗

)
v⃗0.

(1)

Cette équation a été dérivée dans le contexte des ondes
acoustiques [4], mais aussi des écoulement hélicoı̈daux
[5, 6, 7]. La pression p et la densité ρ sont déduites de

p = −ρ0Dφ/Dt,

p = c2
0ρ.

Il a été prouvé [8] que la nouvelle inconnue satisfait
ξ⃗ = u⃗ ∧ ω⃗0 où u⃗ est le déplacement de fluide. C’est ce qui
rend l’équation (1) si attrayante : ξ⃗ s’annule dans les zones
où l’écoulement est potentiel (en général prépondérantes) et
l’équation de Helmholtz convectée habituelle est récupérée.

Contrairement au cas potentiel, Eq. (1) ne peut pas
être résolue par une méthode d’éléments finis classiques :
l’équation en ξ⃗ est une équation de transport harmonique
non adaptée aux éléments finis de Lagrange (une résolution
directe conduit à des résultats erronés). Une solution est par
exemple d’utiliser des éléments finis de Galerkin Discontinu.
Toutefois, si ξ⃗ est fixé dans la première équation de Eq. (1),
on obtient pour φ l’équation de Helmholtz convectée avec ξ⃗
comme terme source. Dans la section suivante, nous allons
utiliser cette remarque et développer une méthode pour
résoudre les équations couplées du système (1) grâce à des
éléments finis classiques.

2 Résolution : la méthode itérative
La méthode repose sur le fait qu’on s’attend à ce que ξ⃗

soit petit. En effet de |iωξ⃗| ∼ |∇⃗φ ∧ ω⃗0| on déduit que |ξ⃗| ∼
ϵ|∇⃗φ| où ϵ = ω0/ω avec ω0 = |ω⃗0|. Ce terme ϵ est petit car
l’acoustique est un phénomène haute fréquence, de fréquence
plus élevée que la vorticité de l’écoulement. Ceci peut aussi
se voir en comparant les longueurs caractéristiques : si on
note a la distance typique de variation de l’écoulement, on a
ω0 ∼ |⃗v0|/a et de ω = 2πc0/λ où λ est la longueur d’onde
acoustique, on tire que 2πϵ ∼ M(λ/a) où M = |⃗v0|/c0 est
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le nombre de Mach de l’écoulement. Le régime usuel de
l’aérocoustique correspond à M < 1 et λ ≪ a.

Par conséquent pour ϵ petit la résolution de la
première équation de (1) avec ξ⃗ = 0⃗ donnerait une
bonne approximation de la solution. En résolvant alors la
seconde équation de (1) de façon itérative il est facile d’en
déduire ξ⃗. Cette remarque se généralise pour conduire à une
méthode itérative de résolution des équations de Goldstein
(1). Pour le rayonnement d’une source f dans un écoulement
général, nous introduisons le processus de résolution itératif
suivant : si nous connaissons ξ⃗n−1 à l’étape n− 1, alors φn est
obtenu en résolvant :
ρ0

D
Dt

 1
c2

0

D
Dt
φn

 = div
[
ρ0

(
∇⃗φn + ξ⃗n−1

)]
+ f dans Ω,

∂φn

∂n
+ ξ⃗n−1 · n⃗ = 0 sur Γ.

Notons que cette équation peut être résolue par des éléments
finis classiques. Une fois que φn a été déterminé, ξ⃗n est
calculé, toujours par éléments finis, grâce à la relation
explicite :

−iωξ⃗n = ∇⃗φn ∧ ω⃗0 −
(
ξ⃗n−1 · ∇⃗

)
v⃗0 −

(⃗
v0 · ∇⃗

)
ξ⃗n−1.

Notons que pour ϵ petit, comme on s’attend à ce que ξ⃗ soit de
faible amplitude, le processus itératif est initié avec ξ⃗0 = 0⃗ et
on s’attend à ce que peu d’itérations soient nécessaires.

3 Exemples numériques
Nous présentons maintenant deux illustrations

numériques de la méthode, avec un écoulement de type
tourbillon dans un domaine borné et un écoulement cisaillé
dans un domaine ouvert.

3.1 Ecoulement de type tourbillon
Nous choisissons un écoulement tourbillonnaire v⃗0 centré

en x⃗ = 0⃗ . Comme v⃗0(0⃗) = 0⃗, la vitesse du son est donnée par
c2

0 = (c0
0)2−(γ−1)|⃗v0|2/2 où c0

0 = c0(0⃗). En prenant c0
0 comme

vitesse de référence, on peut écrire les équations (1) sous une
forme sans dimension. Notant ρ0

0 la densité de référence (telle
que (c0

0)2 = γµ(ρ0
0)γ−1) et en introduisant les grandeurs sans

dimension c̃0 = c0/c0
0, ˜⃗v0 = v⃗0/c0

0 et ρ̃0 = ρ0/ρ
0
0, on se ramène

à (les tildes sont omis pour simplifier les écritures) :
ρ0

D
Dt

 1
c2

0

D
Dt
φ

 = div
[
ρ0

(
∇⃗φ + ξ⃗

)]
+ f dans Ω,(⃗

v0 · ∇⃗ − ik
)
ξ⃗ = ∇⃗φ ∧ ω⃗0 −

(
ξ⃗ · ∇⃗

)
v⃗0 dans Ω,

∂φ

∂n
+ ξ⃗ · n⃗ = 0 sur Γ,

où 
D
Dt

= v⃗0 · ∇⃗ − ik,

c2
0 = 1 − γ − 1

2
|v0|2 = ργ−1

0 ,

avec k = ω/c0
0 la fréquence réduite.

Dans Ω un disque de rayon R avec une frontière rigide,
nous choisissons le tourbillon de Rankine de rayon de cœur

a < R défini en coordonnées polaires par v⃗0(r, θ) = V0(r) e⃗θ
où V0 = γg(r)/2π avec :

g(r) =
r
a2 si r ≤ a,

=
1
r

si r ≥ a.

A cet écoulement est associée la vorticité rot v⃗0 = h(r) avec : h(r) =
γ

πa2 si r ≤ a,

= 0 si r ≥ a.

Pour un test numérique, nous avons choisi R = 3, un
vortex de rayon a = 2 et de vorticité γ = 0, 4, une source
f = 1 sur un disque de rayon 0, 5 centrée en (2, 0) et k = 3.
Le paramètre ϵ vaut ϵ = ω0/ω = γ/πa2k = 0.011, petit
devant 1 donc on s’attend à ce que peu d’itérations soient
nécessaires. Sur la Fig. 1 sont tracées les parties réelles du

ℜe(φ1) :

ℜe[(ξx)1] :

Figure 1 – Première itération pour un tourbillon

potentiel des vitesses et de la composante horizontale de ξ⃗
à la première itération. ξx s’annule clairement en dehors du
cœur du tourbillon (pour r > a) car ξ⃗ = u⃗ ∧ ω⃗0. Sur la Fig.
2 sont tracées les mêmes quantités à la deuxième itération :
le potentiel des vitesses a légèrement changé (l’échelle est
passée de [−0.28, 0.35] à [−0.27, 0.34]) en raison du terme
source supplémentaire div(ρ0ξ⃗1). Cette solution s’avère être
la solution convergée : les itérations suivantes modifient très
peu les valeurs de φ ou de ξ⃗.

3.2 Ecoulement cisaillé
Nous considérons à présent un écoulement de

cisaillement v⃗0 = V0(y)e⃗x dans un conduit de hauteur
1. Pour un tel écoulement c0 = cste et ρ0 = cste. En notant
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ℜe(φ2) :

ℜe[(ξx)2] :

Figure 2 – Seconde itération pour le tourbillon

M(y) = V0(y)/c0 et D = M(y)∂/∂x − ik, nous obtenons :

D2φ = div
(
∇⃗φ + ξ⃗

)
+ f ,

Dξ⃗ =


−M′

(
∂φ

∂y
+ ξy

)
M′
∂φ

∂x

 .
Contrairement au cas précédent, le domaine de propagation
est maintenant illimité. Pour borner le domaine d’intérêt,
noté Ωb, tout en sélectionnant la solution sortante, nous
introduisons des PML (couches parfaitement adaptées)
ΩL
± de longueur L (voir Fig. 3). En présence de PML, le

ΩL
−

f

0 d + L−L Γ

Ωb

d

ΩL
+

Σ+Σ−

Γ

M(y)

Figure 3 – Domaine de calcul avec PML

problème est posé dans le domaine de calcul Ω = Ωb ∪ ΩL
±

et il devient :

D2
αφ = divα

(
∇αφ + ξ⃗

)
+ f dans Ω,

−ikξ⃗ =


−M′

(
∂φ

∂y
+ ξy

)
M′α̃
∂φ

∂x

 − Mα̃
∂ξ⃗

∂x
dans Ω,

∂φ

∂y
+ ξy = 0 sur Γ,

φ = 0 sur Σ±.

L’indice α signifie que ∂/∂x a été remplacé par α̃∂/∂x. α̃ = 1
dans Ωb et α̃ = α dans les PML avec α un nombre complexe

choisi tel queℜe(α) > 0 et ℑm(α) < 0.
Pour les illustrations numériques, nous avons choisi d =

2, L = 0.5, la source f = −1 dans le disque de rayon 0.2
centrée en (1, 0.5), k = 5 et α = 0.3(1 − i). Deux profils de
vitesse sont considérés.

3.2.1 Profil en tangente hyperbolique

Nous prenons le profil :

M(y) = (Mmax − Mmin) tanh
[
κ(y − yc)

]
+ Mmax + Mmin,

avec Mmin = 0., Mmax = 0.2, κ = 10 et yc = 0.5. La vorticité
maximale est M′(yc) = κMmax ce qui donne ϵ = κMmax/k =
0.4. Bien que ϵ ne soit pas très petit devant 1, nous allons voir
que peu d’itérations sont nécessaires pour obtenir la solution
convergée.

Fig. 4 montre la partie réelle du potentiel de vitesse
pour ξ⃗ = 0⃗. Fig. 5 montre la résultante ξ⃗1, localisé

Figure 4 – Potentiel des vitesses à la première itération

essentiellement dans la partie de plus grand cisaillement de
l’écoulement, autour de y = yc. Fig. 6 montre le potentiel des

Figure 5 –ℜe(ξx) en haut,ℜe(ξy) en bas, à la première
itération

vitesses à la deuxième itération : comme pour l’écoulement
tourbillonnaire, de prendre en compte les effets de vorticité
ne modifie que légèrement le champ acoustique. Notons
que les PML fonctionnent bien : φ en Fig. 6 et ξ⃗ en Fig.
5 diminuent continûment dans les couches. Les itérations

Figure 6 – Potentiel des vitesses à la deuxième itération

suivantes ne modifient pas de manière significative le
potentiel des vitesses.
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3.2.2 Ecoulement de couches limites

Ici, nous considérons l’écoulement de couches limites

M(y) = (Mmax−Mmin)
{
tanh(κy) + tanh

[
κ(h − y)

]}
+2Mmin−Mmax,

où Mmin = 0, Mmax = 0.1 et κ = 10. Cet écoulement s’annule
sur les parois rigides et est presque constant, égal à Mmax

dans le centre du guide. Pour cet écoulement on obtient
ϵ = κMmax/k = 0.2, non petit. Comme précédemment, le
potentiel des vitesses obtenu lors de la première itération
(Fig. 7) est proche de sa valeur convergée. Cette fois ξ⃗ est

Figure 7 – Potentiel des vitesses à la première itération

localisé dans les couches limites en contact avec les parois
du guide (fig. 7).

Figure 8 –ℜe(ξx) en haut,ℜe(ξy) en bas, à la première
itération

4 Conclusion
Nous avons considéré les équations de Goldstein,

étendant l’équation de Helmholtz convectée, valable
que pour un écoulement porteur potentiel, au cas d’un
écoulement général. Les inconnues sont le potentiel des
vitesses φ et la vorticité ξ⃗. φ satisfait l’équation de Helmholtz
convectée dans laquelle la vorticité joue le rôle de source
et est déterminé en utilisant une méthode éléments finis
classique. En revanche ξ⃗ satisfait une équation de transport
harmonique non adaptée à des éléments finis classiques.
La stratégie de résolution proposée consiste à résoudre les
équations couplées de Goldstein de façon itérative. Dans
les conditions usuelles de l’aéroacoustique, fréquence des
ondes grande devant la vorticité de l’écoulement porteur,
on s’attend à ce que la méthode itérative converge vite.
Nous avons montré que ce scénario se vérifie si le rapport
vorticité/fréquence est petit ou modéré, il reste à étudier la
convergence du schéma itératif lorsque ce rapport grandit.
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