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Nous étudions le rayonnement acoustique dans un écoulement général (non potentiel). En régime harmonique, nous
considérons des géométries 2D arbitraires et donc nous privilégions les méthodes d’éléments finis adaptées a des
maillages non-structurés. Nous développons une méthode qui combine la résolution de 1’équation de Helmholtz
convectée (Helmholtz généralisée a la présence d’un écoulement), bien adaptée a une résolution par éléments
finis mais valable uniquement pour un écoulement potentiel, et qui prend en compte le couplage acoustique-
hydrodynamique : les tourbillons générés par 1’acoustique et le bruit généré par les tourbillons. La méthode est
basée sur la résolution des équations de Goldstein, valables pour un écoulement non potentiel, combinant I’équation
usuelle de Helmholtz convectée et une inconnue supplémentaire vectorielle représentant la vorticité et satisfaisant
une équation de transport. La résolution se fait par un processus itératif, dans lequel la vorticité sert de terme source
a I’acoustique et est remise a jour a chaque itération. L’efficacité de la méthode a été testée dans des domaines de
propagation borné ou non borné (le domaine de calcul est alors borné par des PML).

1 Les équations de 1’aéroacoustique
pour un écoulement général

1.1 Géometrie et écoulement

Un domaine Q contient un fluide parfait compressible
en écoulement, supposé stationnaire et homentropique.
L’écoulement est caractérisé par ses champs non uniformes
de vitesse W, de densité py, de pression pg qui satisfont les
équations d’Euler combinées avec 1’équation d’état :

div(poihy) = 0,
£0 (170 : 6) Vo + 6’170 =0,

Po = 145,

ou u est une constante, y = c¢,/c, avec c, la capacité de
chaleur spécifique a volume constant et ¢, la capacité de
chaleur spécifique a pression constante. Sur les parois rigides
notées I" la condition aux limites s’écrit :

Voi=0 sur T,

ou 7 désigne le vecteur normal extérieur. Enfin, nous
. . . ., 7z i
introduisons la vorticité de 1I’écoulement &g = rot vy. Deux
principaux modeles de propagation acoustique existent en

fonction de la valeur de @.

1.2 Cas d’un écoulement potentiel

Si &y = 0, ’écoulement est potentiel ¥y = 6900. Si nous
notons V la perturbation de vitesse, on montre qu’elle est
également potentielle, associée au potentiel ¢ tel que V = ﬁ)tp.
En régime harmonique de fréquence w, le potentiel satisfait
I’équation de Helmholtz convectée [1, 2] :

> (58] - aiv (7).

ou D/Dt = v, - V — iw est la dérivée convective, avec la
condition aux limites dp/dn = 0 sur I'. La vitesse du son
co est déduite de la vitesse du fluide par la relation de

Bernouilli : 5
Vol €0

2 y—1

= cste.

La pression et la densité sont déduites de c(z) = ypo/po et de
s s oy
laloid etat. Do = Hpy- '
L’équation de Helmholtz convectée est attractive car elle
est bien adaptée a une résolution par une méthode d’éléments
finis et il existe des codes industriels performants [3].
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1.3 Les équations dans un écoulement général

Sidg #0,1la perturbation de vitesse est décomposée sous
la forme :
V=Vop+§&,

ol le potentiel des vitesses ¢ et la nouvelle inconnue 5
satisfont le systeéme couplé :

D (1D I . o

E[%Ff] p—odlv[po(V<p+§)], |
e - o )
= = Vo Ay - (€ V).

Cette équation a été dérivée dans le contexte des ondes
acoustiques [4], mais aussi des écoulement hélicoidaux
[5, 6, 7]. La pression p et la densité p sont déduites de

—poDy/ Dt,

2
cop-

p
p =

Il a été prouvé [8] que la nouvelle inconnue satisfait
E = it A @y ol it est le déplacement de fluide. C’est ce qui
rend 1’équation (1) si attrayante : .f,? s’annule dans les zones
ol I’écoulement est potentiel (en général prépondérantes) et
I’équation de Helmholtz convectée habituelle est récupérée.

Contrairement au cas potentiel, Eq. (1) ne peut pas
étre résolue par une méthode d’éléments finis classiques :
I’équation en g—j est une équation de transport harmonique
non adaptée aux éléments finis de Lagrange (une résolution
directe conduit a des résultats erronés). Une solution est par
exemple d’utiliser des éléments finis de Galerkin Discontinu.
Toutefois, si 5 est fixé dans la premiere équation de Eq. (1),
on obtient pour ¢ 1’équation de Helmholtz convectée avec 5
comme terme source. Dans la section suivante, nous allons
utiliser cette remarque et développer une méthode pour
résoudre les équations couplées du systeme (1) grace a des
éléments finis classiques.

2 Résolution : la méthode itérative

La méthode repose sur le fait qu’on s’attend a ce que .g?
soit petit. En effet de Iiwg?l ~ Iﬁcp A @p| on déduit que Ig-?l ~
eﬁgol oll € = wop/w avec wy = |Dy|. Ce terme € est petit car
I’acoustique est un phénomene haute fréquence, de fréquence
plus élevée que la vorticité de 1’écoulement. Ceci peut aussi
se voir en comparant les longueurs caractéristiques : si on
note a la distance typique de variation de 1’écoulement, on a
wy ~ |Vol/a et de w = 2mcy/A ont A est la longueur d’onde
acoustique, on tire que 2re ~ M(A/a) ou M = [|/co est
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le nombre de Mach de I’écoulement. Le régime usuel de
I’aérocoustique correspond a M < l et 1 < a.

Par conséquent pour € petit la résolution de Ila
premiere équation de (1) avec z,-? = 0 donnerait une
bonne approximation de la solution. En résolvant alors la
seconde équation de (1) de facon itérative il est facile d’en
déduire 5 Cette remarque se généralise pour conduire a une
méthode itérative de résolution des équations de Goldstein
(1). Pour le rayonnement d’une source f dans un écoulement
général, nous introduisons le processus de résolution itératif
suivant : Si nous connaissons 5,,,1 al’étape n — 1, alors ¢, est
obtenu en résolvant :

pOE (% Eéﬂn] = div [po (V(,Dn + §n_1)] +f dans Q,
oo, =
v +&-8 = 0 sur T.
on

Notons que cette équation peut &tre résolue par des éléments
finis classiques. Une fois que ¢, a été déterminé, g-?n est
calculé, toujours par éléments finis, grice a la relation
explicite :

—ia)f_,: = 690,, A (?)() - (é?nq . 6) \7() - (\7() . 6) é?n,l.

. s N 2 .
Notons que pour € petit, comme on s’attend a ce que & soit de
. . < 2 . Y, 2 =4
faible amplitude, le processus itératif est initié avec & = 0 et
on s’attend a ce que peu d’itérations soient nécessaires.

3 Exemples numériques

Nous présentons maintenant deux illustrations
numériques de la méthode, avec un écoulement de type
tourbillon dans un domaine borné et un écoulement cisaillé
dans un domaine ouvert.

3.1 Ecoulement de type tourbillon

Nous choisissons un écoulement tourbillonnaire v centré
en = 0.Comme #(0) = 0, 1a vitesse du son est donnée par
g = () —(y=DIH*/20uc) = ¢o(0). En prenant ¢) comme
vitesse de référence, on peut écrire les équations (1) sous une
forme sans dimension. Notant pg la densité de référence (telle
que (cg)2 = y,u(pg)y‘l) et en introduisant les grandeurs sans
dimension & = co/c), Vo = /¢S etfo = po/pY, on se ramene
a (les tildes sont omis pour simplifier les écritures) :

D(1D . 3
poﬁt(%ﬁt(p] = div po(Vg0+g)]+f dans €,
(Voﬁ—lk)g = 690/\(?)0—(5'6)1)0 dans Q,
0 >
—‘p+§-ﬁ = 0 sur T,
on
ou D
- = ﬁyﬁ—lk,
Dt
-1 _
2 o= 1= =p,

avec k = w/ cg la fréquence réduite.
Dans Q un disque de rayon R avec une frontiere rigide,
nous choisissons le tourbillon de Rankine de rayon de cceur
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a < R défini en coordonnées polaires par Vo(r,0) = Vo(r) &
ou Vy = yg(r)/2m avec :

1l
»
“.

g

A cet écoulement est associée la vorticité rot vy = h(r) avec :
e
na?

= 0 si

h(r) si r<a,

r=a.

Pour un test numérique, nous avons choisi R = 3, un
vortex de rayon a = 2 et de vorticité y = 0,4, une source
f = 1 sur un disque de rayon 0, 5 centrée en (2,0) et k = 3.
Le parametre € vaut € = wp/w = y/na*k = 0.011, petit
devant 1 donc on s’attend a ce que peu d’itérations soient
nécessaires. Sur la Fig. 1 sont tracées les parties réelles du

Re(pr) :
- ;
( ’ ‘\
A%
‘ -0.28
Re[(En]

0.42E-02

0.35E-02
-

0.23E-02
0.136-02

0.38E-03

—.58E-03

't'd

. 15E-02
~—
—26E-02

— 25602

FiGure 1 — Premiere itération pour un tourbillon

potentiel des vitesses et de la composante horizontale de 5
a la premiere itération. &, s’annule clairement en dehors du
ceeur du tourbillon (pour r > a) car & = it A &. Sur la Fig.
2 sont tracées les mémes quantités a la deuxieéme itération :
le potentiel des vitesses a légerement changé (I’échelle est
passée de [—0.28,0.35] a [-0.27,0.34]) en raison du terme
source supplémentaire diV(pogl). Cette solution s’avere étre
la solution convergée : les itérations suivantes modifient trés
peu les valeurs de ¢ ou de {,? .

3.2 Ecoulement cisaillé

Nous considérons a présent un écoulement de
cisaillement vy = Vy(y)ex dans un conduit de hauteur
1. Pour un tel écoulement ¢y = cste et py = cste. En notant
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Re(ypr) : choisi tel que Re(a) > 0 et Im(a) < 0.

Pour les illustrations numériques, nous avons choisi d =
. 2, L = 0.5, la source f = —1 dans le disque de rayon 0.2

' ‘\ centrée en (1,0.5), k = 5 et @ = 0.3(1 — §). Deux profils de

vitesse sont considérés.

(‘ ' . st 3.2.1 Profil en tangente hyperbolique
s

, Nous prenons le profil :
o M(y) = (Mmax - Mmin) tanh [K(y - yc)] + Mmax + Mmins
e[(€x)a]: avec M, = 0., Mo = 0.2, k = 10 et y. = 0.5. La vorticité

maximale est M’ (y.) = kM., ce qui donne € = kM, /k =
0.4. Bien que € ne soit pas tres petit devant 1, nous allons voir
que peu d’itérations sont nécessaires pour obtenir la solution
convergée.

Fig. 4 montre la partie réelle du potentiel de vitesse

. pour £ = 0. Fig. 5 montre la résultante &, localisé

0.376-02
0.28E-02
0.20E-02

0.126-02

—.49E-03

- - e
—206-02 9.17E-
—30E-02 gl;g_
—.1BE—

—.T7E—

- e

—.20E—

FiGure 2 — Seconde itération pour le tourbillon

A%

FiGure 4 — Potentiel des vitesses a la premiere itération
M(®y) = Vo(y)/co et D = M(y)d/0x — ik, nous obtenons :

D% = div (g o+ g) +f essentiellement dans la partie de plus grand cisaillement de
’ I’écoulement, autour de y = y.. Fig. 6 montre le potentiel des
M (6_90 + é.‘y) [IRRTES
Z _ 6}7 0.83E—
Dé‘: - a . 0.52E-
M _‘P - 0.1E-
o - - - -
Contrairement au cas précédent, le domaine de propagation *-1;?
est maintenant illimité. Pour borner le domaine d’intérét, 19—

8 B

noté €, tout en sélectionnant la solution sortante, nous Q.20E~
Q.14E-

introduisons des PML (couches parfaitement adaptées) o

L . . L *
QL de longueur L (voir Fig. 3). En présence de PML, le - - - ioié

—.80E—

r —14E—
T —.19E—
N e o o . "
AN <<O>> ’ FIGURE 5 — Re(£,) en haut, Re(£,) en bas, a la premicre
z - P P
h g 1teration
-L 0 r d d+1L . N NI )
vitesses a la deuxieme itération : comme pour 1’écoulement
FIGURE 3 — Domaine de calcul avec PML tourblllqnnalre, de/ p\rendre en compte les effet§ de vorticité
ne modifie que légerement le champ acoustique. Notons
. . N 2 .
probléme est posé dans le domaine de calcul Q = Q;, U QL que les PML fon.anonnent bien : ¢ en Fig. 6 et & en Fig.
et il devient : 5 diminuent continfiment dans les couches. Les itérations
U229k —
Di(p = div, (Va(,o +$) + f dans Q, w _— ¥y 0.23E-
017E-
BSO Q. 11E-
-M (— + fy) o . e
—.12E—
—ikg = dy - Md/—f dans Q, ey
Wit " -
Q'ax —19E—-
6</)
+& = 0 sur T,
FiGure 6 — Potentiel des vitesses a la deuxiéme itération
¢ = 0 sur Z,.
L’indice « signifie que d/0x a été remplacé par @0/0x. @ = 1 suivantes ne modifient pas de maniere significative le
dans Q, et @ = « dans les PML avec @ un nombre complexe potentiel des vitesses.
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3.2.2 Ecoulement de couches limites

Ici, nous considérons 1’écoulement de couches limites

M(}’) = (Mmax_Mmin) {tanh(Ky) + tanh [K(h - y)]}+2Mmin_Mmam

ou M, =0, M0 = 0.1 et k = 10. Cet écoulement s’annule
sur les parois rigides et est presque constant, égal a M,
dans le centre du guide. Pour cet écoulement on obtient
€ = kM4 /k = 0.2, non petit. Comme précédemment, le
potentiel des vitesses obtenu lors de la premiere itération
(Fig. 7) est proche de sa valeur convergée. Cette fois 5 est

Ficure 7 — Potentiel des vitesses a la premiere itération

U225k —
Q0.18E—
Q.14E-
Q.86E-
0.38E-
—.11E—=
—.60E—
—T1E-
—.1BE—

localisé dans les couches limites en contact avec les parois
du guide (fig. 7).

U2TE—

- . . - 0.15E~
0.90E—-
0.28E—
—.34E—
—.9BE—
—.1BE—

- T

> - - e

T T T )

Q.88E—
A.59E-
Q.29E-
= 70E-
—.30E—
—.59E—
—.B8E—
—.12E—

FiGUure 8 — Re(&,) en haut, Re(£,) en bas, a la premiere
itération

4 Conclusion

Nous avons considéré les équations de Goldstein,
étendant 1’équation de Helmholtz convectée, valable
que pour un écoulement porteur potentiel, au cas d’un
écoulement général. Les inconnues sont le potentiel des
vitesses ¢ et la vorticité 5 @ satisfait I’équation de Helmholtz
convectée dans laquelle la vorticité joue le role de source
et est déterminé en utilisant une méthode éléments finis
classique. En revanche 5 satisfait une équation de transport
harmonique non adaptée a des éléments finis classiques.
La stratégie de résolution proposée consiste a résoudre les
équations couplées de Goldstein de facon itérative. Dans
les conditions usuelles de 1’aéroacoustique, fréquence des
ondes grande devant la vorticité de 1’écoulement porteur,
on s’attend a ce que la méthode itérative converge vite.
Nous avons montré que ce scénario se vérifie si le rapport
vorticité/fréquence est petit ou modéré, il reste a étudier la
convergence du schéma itératif lorsque ce rapport grandit.
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