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Nous allons présenter une méthode d’imagerie qualitative capable d’imager des défauts dans un environnement
complexe et inconnu a partir de mesures différentielles de I’opérateur de champ lointain (ou Full Matrice Capture).
La principale difficulté vient de la présence d’un background inconnu. Notre approche exploite le principe de
la Generalized Linear Sampling Method (GLSM) introduite récemment par les auteurs comme une alternative
rigoureuse a la Linear Sampling Method (LSM). On donnera ici les résultats théoriques sur lesquels reposent la
méthode ainsi qu’une validation numérique. Les motivations qui sous tendent ce travail étant 1’identification de
fissure dans le béton nous présentons également des simulations se rapprochant de ce type de configuration.

1 Introduction

On se propose ici de présenter des développements
récents des méthodes dites qualitatives pour la résolution
des problemes inverses de diffraction [3] a partir de données
multi-statiques pour une fréquence fixée. On s’intéresse ici
tout particulierement a 1’imagerie d’un objet dans un milieu
hétérogene complexe et inconnu. Les méthodes qualitatives
telles que la LSM [2], la méthode de factorisation (FM)
[1] ou la GLSM [4], s’étendent a des milieux hétérogenes
mais uniquement si la solution fondamentale de celui-ci est
connue. Cela restreint leurs perspectives d’applications. On
se propose ici de présenter les résultats que 1’on a obtenus
dans le cas ou des mesures avant et apres I’apparition du
défaut sont disponibles. Notre méthode [5] propose en
ce sens une caractérisation exacte du défaut ou de 1’objet
diffractant déja existant qui le contient. Afin d’expliquer les
fondements de cette méthode il est nécessaire de rappeler
les principaux résultats de la GLSM, en ce sens on passe
directement a la formulation dans le cas de données bruitées
et on s’abstient de fournir les démonstrations des résultats
obtenus. On obtient ainsi 1’algorithme de sampling qui se
caractérise par un probléme relativement simple a résoudre
et qui ne nécessite pas d’appel a un solveur du modele
direct de I’équation des ondes. Notre méthode d’imagerie
différentielle repose sur 1’application indépendante a chacun
des jeux de données de la GLSM et en ’exploitation des
propriétés de ces solutions, décrites par le fait qu’elles
soient solutions d’un systeme d’équations différentielles, le
probléme de transmission intérieur. Ces caractéristiques font
que notre méthodologie hérite des avantages de simplicité
et d’efficacité numérique des méthodes qualitatives sans
connaitre la fonction de Green du milieu hétérogene. Cet
article est organisé comme suit. Dans la premiere partie
on expose succinctement le probleme de diffraction et on
introduit les principales notations. Puis on rappelle les
résultats de la GLSM avant de présenter notre méthode
d’imagerie différentielle. Finalement on expose des résultats
numériques sur des cas académiques puis sur des simulations
se rapprochant de I’'imagerie de fissure dans du béton.

2 Notation et probleme modele

On se limitera au cas des ondes acoustiques avec
des sources qui sont des ondes planes et des mesures en
champ lointain. Cette restriction au champ lointain est
due a une volonté de limiter la complexité des équations,
des simulations en champ proche plus conforme aux
problématiques de contrdle non destructif (CND) sont
présentées dans la partie 5. On a donc pour un nombre
d’onde, k > 0 le champ total qui obéit a 1’équation de
Helmbholtz :

Au + K*nu = 0 in RY
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pour d = 2 ou 3 et n I'indice de refraction qui vérifie 3(n) >
0. Par ailleurs on désigne par D le support n—1. Ce qui revient
a considérer la réfraction par un obstacle D dans un milieu
d’indice 1. On considere que D est un domaine borné, de
complémentaire connecté et dont les bords sont Lipschitz.
On s’intéresse au cas ou le champ total, u, est généré par une
onde plane incidente, (6, x) := ¢**? pour x € R? et § € S
(la sphere unité). On introduit également le champ diffracté
u® défini par :

w(9,") :=u—u8,)inRY,
. s 2 1
}erlo f %Lr - lku‘v| ds =0. M

xl=r
Nos données pour le probleme inverse seront constituées
d’une version bruitée du champ lointain 4> (0, £) défini par le
développement suivant : #°(6, x) = lx‘fj,;,‘f‘)/z(u""(@, )+0(1/]x]))
pour |x| — oo et pour tous (6, X) € 7! x 9~ L’ objectif sera
alors de reconstruire D a partir de ces données en exploitant
une nouvelle méthode de sampling. Cette méthode associe a

ces données I’opérateur de champ lointain défini par :

Fg(%) := de-l u™ (0, 2)g(0)ds(6).

La linéarité de I’équation des ondes fait que Fg est en fait
simplement le champ lointain diffracté par D pour une onde
incidente v, :

Ve(x) 1= f " e(0)ds(0), g € L*(SY), x e RY.
gd-1

Afin de justifier les techniques de résolution du probleme
inverse on va introduire deux décompositions de F. Ces
décompositions explicitent le phénomene de diffraction
par D d’une onde incidente. Premierement on introduit
I’opérateur (compact) H : LX(S%"Y = L*(D) défini comme :

Hg = vlb. )

Pour cette onde incidente 1’objet D rayonne un champ
diffracté, w qui vérifie :

Aw + nk*w = k3(1 - n)vg in RY,

tim [ |2 — ik’ ds = 0. )
x|=r

et dont on mesure le champ lointain w*™. On peut donc

construire ’opérateur (compact) : G : R(H) c L*(D) —

L*(S%1) défini comme :

Gvglp == w™,

ce qui revient a écrire que F' = GH. Cette décomposition met
en évidence le champ incident et la diffraction de celui-ci par
D. La seconde factorisation de F' va consister a décomposer
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G afin de mettre en évidence que 1’objet diffracte dans un
milieu connu. Le champ lointain de w s’exprime de la fagon
suivante :

We(8) = - f@ (L = (g (y) + W)y,
. L*(D) —

sachant par ailleurs que I’adjoint de H, H*
L*(S* 1) s’exprime :

H (%) := f e ™ Eo(y)dy, ¢ € LH(D), & € §471,
D

en introduisant 7 : L2(D) — L3(D) défini comme :

Tvg := —k*(1 = n)(vg + w), 4)
avec w défini précédemment. On obtient F = H*TH. Une
propriété essentielle de T est que si n € L*(RY) avec J(n) >
0 et que I’on a existence de ng > 0 tel que 1 — R(n(x)) +
I(n(x)) = 0 ou R(n(x)) — 1 + J(n(x)) = 0 pour x € D, alors
T est coercif. Sachant que T est également borné on a que :

pIHEIT ) < KFgs ) < ITIP IHgI (5)
Par conséquent [(Fg, g)| est un ersatz de ||Hg||iz(D) qui se
calcule uniquement a partir des données disponibles.

3 Une caractérisation exacte du

support de I’objet diffractant

Afin de déterminer D nous nous plagons dans le cadre
de ce qui est appelé les “méthodes qualitatives”. La Linear
Sampling Method (LSM) et la Factorisation Method (FM)
constituent deux exemples de ce type de méthode. Ici nous
allons rappeler les résultats d’une méthode introduite par les
auteurs sous le nom de Generalized Linear Sampling Method
(GLSM). Cette méthode fournit une caractérisation exacte de
D a partir de F. Comme la LSM, elle repose sur le caractere
résolvable du probleme de transmission intérieure défini par
(u,v) € L2(D) x L*(D) tel que u — v € H*(D) et

Au+knu=0 inD,
Av+k*v=0 inD,
TP 1.8M =1 (w—v)= ¢ ona, ©
a%(u—v):g on 0D,
pour f € Hz(4D) et g€ H™1(6D).
Hypotheses 1 Nous supposerons que k> € R, et n

sont tel que quelque soit f € H%(BD) et g € H‘%((?D)
alors ITP(D, f,g,n) admet une unique solution (u,v) €
L*(D) x L*(D) tel que u —v € H*(D).

Cette hypothése est vérifiée [6] pour tout les k> € R,
a D’exception d’un ensemble dénombrable sans point
d’accumulation si n vérifie 1/(n—1) € L*(D) et R(n— 1) est
définie positive ou négative au voisinage de dD. On introduit
le champ lointain de la fonction de Green :

$:(8) 1= &7
et I'ingrédient essentiel de la GLSM :

Théoreme 1 ¢, est dans I’image de G si et seulement si 7 €
D
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Une facgon de réaliser une image de D est donc de tester si ¢,
appartient a I’'image de G qui est a la fois compact et dense.
Bien évidement cela est impossible car on ne dispose pas de
G en pratique. La GLSM permet un tel test en ayant recours
uniquement & F. Evidemment la compacité de G implique
que F lest également. Lorsque 1’on va vouloir chercher
un antécédent a ¢, on va donc étre face a un probleme mal
posé. Une solution consiste a régulariser ce probléeme mais
d’une facon particuliere afin d’obtenir une caractérisation
de I’obstacle. Pour ce faire on introduit la fonction cofit
suivante :

1(:9) = al(Fog. ¢)l +8llgP) + [[FPs - o] (D)

ol F° est la version bruitée de F avec 6 tel que ”F5 - F“ <é.
Le fait que F et F° soient compact et d’image dense fait que
J(¢; ) admet un minimum, g* et a le comportement limite
suivant :

lim lim sup J%(¢; g*°) = 0.

a=0 50
Le théoreme suivant nous donne une fonction indicatrice qui

permet de réaliser une image de D

Théoréeme 2 Pour g° le minimum de JS(¢;-) On a le
comportement suivant :

o ¢ € R(G) implique

lim sup lim sup ('(F‘sg“"s, g”‘5>| +6 ||g"’5||2) < o

a—0 60—
o ¢ ¢ R(G) implique

timinftim inf ([(F2", ¢*2)| + 8 [}¢"|[") = o0

Ce théoreme nous suggere donc de minimiser J(¢,; )
pour chaque point z sur une grille dans laquelle on s’attend a
trouver le défaut et a considérer :

1
(P22, 2)| + o sz

qui devrait donner une image de 1’objet diffractant.
Par ailleurs on peut démontrer le corollaire suivant :

I(z) =

@,0

Corollaire 1 Quand z € D, on a que lim lim Hg?* = v avec

a—06-0
v solution de ITP(D, @,, %, n) définie par (6).

Remarque 1 On peut remplacer ‘(F‘sg""s, g"’5>| par

}(B‘sg“"s, g“"5>’ si jamais B = H*TH. Cette propriété sera
utilisée dans la partie simulation numérique.

4 Imagerie des composants anormaux
dans un milieu complexe et inconnu

La méthodologie précédente permet de reconstruire D.
Dans le cas ou le défaut que I’on cherche a imager se trouve
dans un matériau hétérogene inconnu, alors 1’ensemble
des hétérogénéités vont étre considérées comme des objets
diffractants et I’'image obtenue ne donnera pas d’information
sur le défaut en question. Une manicre de remédier a
ce probleme est de s’intéresser au cas ou on dispose de



22-25 Avril 2014, Poitiers

mesure différentielle. C’est a dire que I’on a acces a deux
jeux de mesure et que I'on souhaite réaliser une image
des changements qui sont intervenus dans le milieu. Une
hypothese essentielle de la méthode que I’on va développer
dans cette partie, est que le milieu hétérogene inconnu est
constitué d’une union disjointe d’objet diffractant. Cela
se traduit par le fait que 1’on note Dy = supp(ng — 1) est
une union de domaine borné simplement connecté dont
la frontiere est Lipschitz. La modification de ce milieu Q
(ﬁ supp(n — np) ) est un domaine borné de frontiere
Lipschitz et dont le complémentaire est connecte. On note
D = supp(n — 1). Finalement on fait la distinction entre les
composantes de Dy : Dy; qui n’intersectent pas Q et D; celles
qui intersectent Q, ce qui veut dire que Dy = | J; Do,; U |J; D
On note Q la partie de Q qui n’intersecte pas Dy

Etant donné que I’on dispose de deux jeux de mesures
on dispose de deux opérateurs de champ lointain F et F,
de deux fonctionnelles J§ ,(¢:;-) et J3(¢;;-) et de leur deux

minimiseurs gg’f et g0

Le corollaire 1 nous montre que Hg™® est relié au
probleme de transmission intérieure et le théoréme suivant
explicite le lien entre le probleme de transmission intérieure
associé a D et celui associé a Dy.

Théoreme 3 Sous les hypothéses de la partie 3, on a le
lien suivant entre les solutions (u,v) € L*(D) X LZ(D)
(resp. (ug,vo) € L*(Dg) x L*(Dy)) de ITP(D, (IL, (%’ n)
(resp. ITP(Dy, Z’W’”O)) tel que u — v € H*(D) (resp
Uy —Vvo € HZ(D())) N

e siz€ Dy, Vi, onaquev =vydans Dy

e size Dy, Vi,onaquev # vy in D; et v = vy dans
Do\ D;

En exploitant le fait que [(F'g, g)| soit un ersatz de ||Hg||io
@0

(D)
5

mais cette fois appliqué a |<F (8" — g0 grd - 80, >| on va

pouvoir exploiter le théoréme précédent pour réaliser une

image, pour ce faire on introduit les quantités suivantes :

AR = (Fg, g)l + o gl

A(g) = I(Fg, g)l +5lel’
1
(F5(e - g0). & - 20))

En utilisant ces quantités on peut démontrer le théoreme
suivant qui permet d’imager Q et | D;. C’est a dire les objets

D(g’ gO) =

1
diffractants qui sont apparus entre les deux acquisitions et
les objets diffractants modifiés entre les deux acquisitions.

Théoreme 4 Avec g™° et ggf , on a les deux caractérisations
suivantes pour les objets qui sont apparus entre les deux
acquisitions :

° size{Rd\D}UUiDo,,-ona:

a0 @,0 —
(]g%hm (.?{(gy )+ D(gr ’80Z)) = ®)
et
. . @,0
tim lim (A7) + Ao(g5) + D2, g59)) = 0 ©)
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e sizelJ;Djona:
@,0 @,0
hm 11m (ﬂ(g, )+ D(gd ,gOZ)) <o (10)
et
lim lim (ﬂ(gg’ %)+ An(gy?) + D(g. g5?)) < oo
(11)
e sizeQona:
lim lim (\?[(gZ %) + D(ge ,ggf)) o (12)
et
@,0 @0
i{r})(lﬁlm (ﬂ(g )+ ﬂo(g ) +D(gy ,807)) ©
(13)

Ce théoreme nous suggere donc de calculer pour chaque

point z, g° et gg6, en minimisant les deux fonctions de

cott indépendantes Jg,a(qﬁzp) et Jo(¢.;-). Les indicatrices

suivantes nous donnerons respectivement une image de
Dy,D,UD;etQUJD,;:
i i

1
‘(Fégov 807 >
1
(s, o)+ ol
1
ART) + Ao(gy?) + D2, g30)
1
A + D(g¥ ,gOZ)

]DU(Z) = LS “gaﬁ B
0,z

Ip(2) =

ITy(z) =

Ir(z) =

5 Exemples numériques

Les simulations numériques ont été réalisées en deux
dimensions dans un contexte discret. Le nombre d’ondes
incidentes est N, ce qui revient a dire en identifiant st a
I’intervalle [0, 2r[, que ’on considere les champs incidents
u(z’” 9, j € {0..N — 1}. Les données du probleme
inverse sont calculées en utilisant une méthode intégrale
disponible dans le solveur [?], ce qui fournit une version
discrete de D'opérateur de champ lointain; la matrice
F := (u°°(2§’ , 2§k))OS jk<N-1. On obtient une version bruitée
de cette matrice F§ ot (F%); = (F)jx(1 + oN;;) pour
o > 0 et N;; une variable aléatoire complexe distribuée
uniformément dans [-1,1]>. On considere ®, € CNe
vecteur définie par ©,(j) = qﬁz( Jypour0 < j<N-1.

Minimiser la fonctionnelle Jo(¢.;+) est une tache
complexe dans le sens ou elle est non différentiable et non
convexe. On propose dans [4] une méthodologie qui est
couteuse en temps de calcul. On va suivre ici une approche
différente, en effet les travaux de Kirsch et collaborateurs
synthétisés dans [1] montre que pour le cas qui nous intéresse
ici il est pertinent de considérer 35 = = |Re F| + |Im F)|
ottonaRe F = &£E +F etImF = Cet opérateur vérifie
bien une factorlsatlon du type : B = H*TH avec T coercif
mais surtout il admet une racine carrée autoadjointe définie
positive. Ce qui permet d’avoir une nouvelle fonctionnelle
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Jg(¢z;~) convexe, différentiable et de minimum simple a
calculer.
2 2 5 2

+oxllglP) + |FPg - o7, (14)

&l
Jg(qﬁ;g) = a( F#zg

800 = (a(Fy + 64ld) + FO* F°) ' F**¢,

L’ensemble des figures sont graduées en A. On présente
tout d’abord des résultats sur un exemple simple, dans cet
exemple Q = 0, la figure 1 représente la configuration. Les
figures 2,3 et 4 montrent les résultats d’imageries associées.

il

0.5¢

0 O

-0.5¢
-1

-1.5¢

2 -1 0 1 2

Ficure 1 — En trait plein Dy et en trait pontillé Q

FIGURE 2 — T p,

Ficure 3 -1 p

On peut également s’intéresser au cas oul Q # 0.La figure
1 représente la configuration. Les figures 2,3 et 4 montrent
les résultats d’imageries associées.

Finalement on présente 3 situations dans lesquelles on
a un milieu de type béton, c’est a dire des granulats inclus
dans du mortier. La figure 10 montre I’indice ny avec une
fissure a I’intérieur d’un des granulats, on voit le résultat de
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FiGURE 4 — T,

3 n=3
nog = 2
Al
i
o ¢ o
1t
2 o
3l
3 2 4 0 1 2 3

FiGure 5 — En trait plein Dy et en trait pontillé Q

la méthode sur la figure 11. De la méme facon la figure 12
montre 1’indice ny avec une fissure entre les granulats, on voit
le résultat de la méthode sur la figure 13. Pour obtenir ces
résultats il est nécessaire de réaliser quelques modifications
sur les méthodes présentées dans cet article. Notamment il
faut remplacer ¢, par Z(g comme expliqué dans [7] et choisir
B de facon a avoir la seconde factorisation pour des données
en champ proche comme expliqué dans [1].
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Ficure 10 — indice ng avec une fissure interne dans un
granulat
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Ficure 11 - 17
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Ficure 12 — indice ng avec une fissure entre les granulats

FiGure 13 - 17
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