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Les progrés récents des nanotechnologies permettent d’envisager la fabrication de métamatériaux acoustiques et de cristaux
phononiques constitués d’atomes et de molécules. En particulier, le contréle des propriétés des phonons acoustiques par
structuration de la matiére a 1’échelle nanométrique peut conduire a des modifications notables des propriétés thermiques. Dans
ce cadre, la propagation des ondes acoustiques dans des chaines d’atomes et plus particuliérement les effets non linéaires
associés a cette propagation sont étudiés de maniere a identifier des phénoménes physiques inhabituels susceptibles
d’applications. La géométrie étudiée est constituée de deux chaines rectilignes d’atomes identiques décrites par un ensemble de
masses ponctuelles interconnectées par des ressorts pouvant présenter une non-linéarité quadratique. Les deux chaines sont
couplées par des ressorts lin¢aires qui relient les masses de chaque chaine situées a la méme abscisse. La propagation des
ondes acoustiques dans cet ensemble de chaines couplées est résolue par une méthode de perturbation au deuxiéme ordre basée
sur une analyse aux échelles de temps multiples. Ce modéle ne prend en compte que les interactions phonon-phonon ayant le
méme nombre d’onde. Deux solutions sont trouvées pour le probléme linéaire, correspondant & des ondes dont les vibrations
sur les deux chaines sont en opposition de phase (courbe de dispersion de plus basse énergie) ou en phase (courbe de plus
haute énergie). Lorsque la symétrie de la géométrie est rompue par ’introduction d’une non-linéarité quadratique sur I’une des
chaines, une perturbation de la courbe de dispersion apparait sous la forme d’une résonance au voisinage d’un nombre d’onde
critique k.. Ce phénomene s’explique par une interaction a trois phonons impliquant deux phonons k. de la bande de basse
énergie et un phonon 2k, de la bande de haute énergie. Les simulations par dynamique moléculaire associées a un calcul de la
densité d’énergie spectrale permettent de calculer les phonons a 1’équilibre thermodynamique en considérant toutes les
interactions a trois phonons et sans les limitations du modéle de perturbation. Les phonons se positionnent sur les courbes de
dispersion linéaires lorsque 1’énergie vibratoire est peu élevée. A plus forte énergie, trois phénomenes sont remarqués : 1)
I’élargissement de la distribution des phonons sur des pics satellites autour des courbes de dispersion; 2) 1’absence
d’interaction résonante ; 3) 1’apparition d’une branche supplémentaire dont le lien possible avec 1’interaction résonante a trois
phonons identifiée dans le modéle analytique reste a établir.

1 Introduction inter-chaines f’. u, (respectivement v,) représente le
déplacement de atome de la chaine 1 (respectivement la

Les progres récents des nanotechnologies permettent chaine 2) situé en x = na.
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I’échelle nanométrique peut conduire a des modifications linéaire

notables des propriétés thermiques. Dans ce cadre, la
propagation des ondes acoustiques dans des chaines

d’atomes et plus particulierement les effets non linéaires C_ha'in_e 2
associés a cette propagation sont étudiés de maniére a linéaire
identifier des phénomeénes physiques inhabituels

susceptibles d’applications. L’auto-interaction d’une onde (b)

se propageant dans une chaine rectiligne monoatomique a

été étudiée dans le cas de forces non linéaires cubiques [1] Chaine 1

et quadratiques [2]. Elle induit un décalage en fréquence linéaire

des courbes de dispersion dépendant de I’amplitude de

I’onde. L’interaction entre deux ondes dans une chaine Chaine 2

monoatomique anharmonique a non-linéarité cubique [3] non linéaire

conduit a la formation de branches supplémentaires @ € (X2

dépendant de la fréquence et de I’amplitude.
Figure 1: géométrie des systémes étudiés :
(a) chaines harmoniques couplées ;
(b) chaines harmonique et anharmonique couplées

Ce travail présente 1’étude de [I’auto-interaction
d’ondes élastiques dans des chaines monoatomiques
couplées. Les cas des couplages de deux chaines lin€aires
[4], puis d’une chaine linéaire et d’une chaine non linéaires
sont traités respectivement dans les seconde et troisiéme
parties. Des résultats de simulation par dynamique
moléculaire sont également présentés pour étudier 1’effet

La relation fondamentale de la dynamique s’exprime
pour ces deux atomes sous la forme

2 2
des interactions multi-phonons. dd l;n _ QT (0 —2u, +u, ) =22 (v, —u,)=0  (la)
t
) . d*v, _ﬁ(v v 4v )= (u, —v. )=0 ’ (1b)
2 Chaines monoatomiques a2 4 T no

harmoniques couplées
avec Q% =48/m et Q'*=p'/m. Les solutions

Le cas de deux chaines monoatomiques rectilignes . .
harmoniques sont recherchées sous la forme

identiques couplées est décrit a la figure 1. Les paramétres
du systéme sont la périodicité spatiale a, la masse des

o . _ i(kna—ar) . _ i(kna—cor)
atomes m et les rigidités des ressorts intra-chaines f et = dye 7 Va =Bye : @)

u,
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Le report de 1’équation (2) dans (1a) et (1b) conduit au
systéme d’équation

il

QVZ

ng

(o3 ) [2)-(o)-@

Les solutions non triviales sont obtenues par annulation
du déterminant. Deux solutions, dont les structures de
bande sont présentées a la figure 2, sont calculées :

- la solution de plus basse énergie vérifie

3

Elle correspond a la solution ou les deux chaines
vibrent en phase (4= Bj). Dans ce cas, aucune énergie
n’est stockée dans les ressorts de couplage et la relation de
dispersion est celle d’une chaine mono-atomique isolée
[5].

- la solution de plus haute énergie a pour relation de

dispersion
+ 2 . of ka 2
0=, = \/Q sin [2j+29 .

Dans ce cas, les deux chaines vibrent en opposition de
phase (4o = -By).
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Figure 2: structures de bande du systéme

de chaines harmoniques identiques couplées

a=1mm=1kg, p= m, p=6, m
(a=1 1k INm', #=64Nm")

2,00 2,40 2,80 3,20

3 Chaines monoatomiques
harmonique et anharmonique
couplées

3.1 Description du probléme

Dans la suite du probléme, la chaine 2 est une chaine
anharmonique dans laquelle la force d’interaction exercée
par la masse n+1 sur la masse n s’écrit :

F

n+l,n Vi )+ €(Vn+1 ~Va )2 - (4)

= ﬁ(vn+l -
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£ est un petit parametre caractérisant la non-linéarité du
ressort reliant les masses. L’équation (1b) est remplacée
par

dzvn .Qz(
dt2 _T Vel

S R S A o B

-2v, +v,

)_‘Q’z(un_vn). (5)

3.2 Résolution par méthode des échelles
de temps multiples

Pour calculer la structure de bande, une méthode
perturbative du second ordre est utilisée, basée sur la
méthode des échelles de temps multiples [2, 6, 7]. La
variable ¢ est remplacée par un ensemble de variables
7= (79,7,,7,) pour lesquelles 7,=t, 7,=¢& et
7, = £’t. Ce changement de variable, introduit dans les
équations (la) et (5), conduit aux systémes d’équations
suivants aux ordres 0, 1 et2 en £

2 (0)
d°ul,

QZ
(02l ) 27 )0 6
o7} 4
b
oW Q2
n_ ((0{ 2v(0)+v(0{) _sz( (0) v(‘”):o (6b)
2 Vit n n

a7, 4
aZ (1) 2 92 (0)

u; _Q° (:131 2u(l)+u(1)) Q,z((u u;l)): 228 (7,
o7’ 4 97,07,
92yl 2 92y,

= 22 e )= 22
o7? 4 97,07,

LT( (o 0) 2 0)
e LR I TR
tulY  Q?
(2) (2 (2) 12 ()(2) (2
"2 - 4 (n+1 2“ )+unl) Q2 (vn u, J)
Py (8a)
2.(0 2 (0) 2,.(1)
B 8un}_8u,(, o-uf
07,07,  d7} 97,07,
oY 2?2
t = S -2 v ) 22 P - )=
a7, 4
2.(0) 2.(0) 2.(1)
07, dy, 97V},
2
07,07, a7, 07,07, (8b)
2[ 0) 0¥, 1 (0 oY, 1 ]
+m(;+1 V") V;+)1—V;))—(Vn) ;—{ n) )(1)1)

Les solutions du systéme d’équations homogénes a
I’ordre 0 (6a) et (6b) s’expriment directement a partir des
solutions harmoniques du paragraphe 2

i(k)za—a)+2'0j - —i(k)za—a)+2'0)
0 0
ul” = Aje +Aje

; (€)]
. Ao_ei(kna—w(fro) . Iae—i(kna—aﬁfol

VZO) _ _Agei(knafa)a'ro) _Afa_e—i(knafwa'roJ , (10)
N Aaei(lma—wﬁrgj ae [kna—a)a‘ro)
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ou X est le complexe conjugué de X et

Ag(fl’fz): Q (71’72 )e_i(pg(rl’rz) , an

Ay (71 T ) =0, (Tl % )eii(pa(qn) . (12)

Les solutions du systtme d’équation a 1’ordre 1
s’écrivent comme la somme d’une solution générale de
I’équation homogeéne similaire aux solutions (9) et (10)
(qui modifie ’amplitude de la solution a I’ordre 0 sans
modifier la courbe de dispersion) et d’une solution
particuliére fonction de la solution a 1’ordre 0. Différentes
fréquences sont présentes dans 1’expression de la solution
particuliére. Les termes ayant une dépendance temporelle

+ - <
en w, et +w, sont associés aux termes d’u!"’ /d7,97,

et 9% /07,97, du second membre de (7a) et (7b).

Comme le premier membre s’annule a ces fréquences, on
obtient simplement

04; 047 o4y 94,

- _ 94 _ - 13
or, dr, 07, 0T, 0, (13)
soit
4 ()= (7,)e 0 (14)
45 (7)) =0 (1,)e7 ) (15)

Les termes ayant une dépendance temporelle en
+ - _ . .
2wy, *2m, et J_r(a)g +a)0) conduisent aux solutions

particulicres

2i(kna—war()j s —Zi(kna—(uarz'o)

u, = Bie *Bie
. Clez,«[k,w,wo—,oj . Cl,efz,-(knafm) ,  (16)
e8]y o)
o - Elez,-(/m_wgro) . El,e_z,-(/ma_wgfo)
. Eezi(m_mj . F],e—Zi(kna—wafo) (V)
. Gle,»(knuf[wgma)fo] . Glle*"(k"”*[“’g wop Jo
avec
5, - =2ilsin(2ka) - 2sinlka))o> (zwg)( na (18)
B = 2i(sin(2ka)—2s,:;(ka))¢1 Lawr )(E)Z , (19)
- 2i(sin(2ka)—’121sin(ka))¢l (2a)g)( WF 20)
o 2i(sin(2ka)—23’:'1n(ka))¢1 (2wg)(;0_)z , @1

m
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b - 4i(sin(2ka) - Zsinm(ka))dil (¢ + ;) g, @)
- 4i(sin(2ka) - ZSZZ(ka))dil (o + “’5)/?5?5 @)
g oo 2i(sin(2ka) - 2 sin(ka)), (207 ) (4 - 24)
m
. = 2lsin(2ka) -2 ;in(ka))@z (2“’5)(?(?)2 ’ 25)
F —2i(sin(2ka) - 2 sin(ka))®, (2(05)( W 26)
m
F - 2i(sin(2ka) 2 ;in(ka))@z (2“’5)(;5)2 , a7
G, - 4ilsin(2ka) - 2si}’1n(ka))¢2 (¢ + ;) s ()
¢ = = Hilsin(2ka) - ZSZ(ka))diz (g + “’S)AT;AT; 29
et
2= sinz(ka)—_;!))i Yol =27 sin’(ka)) o
s o e M

Les solutions du syst¢tme d’équation a 1’ordre 2
s’écrivent comme la somme d’une solution générale de
I’équation homogéne similaire aux solutions (9) et (10) et
d’une solution particuliére fonction des solutions aux
ordres 0 et 1. Parmi les différentes fréquences présentes a
I’ordre 2, seuls les termes ayant une dépendance

+ - . :
temporelle en + w, et + o, sont conservés pour obtenir la

perturbation apportée a la solution linéaire. D’apres les
expressions (14) et (15), tous les termes du second membre

de (8a) ou interviennent " [o1, et uV [z, sont nuls.

La solution particuliere vérifie donc

9 a)a' _(—;1;1-8' ei(knafwarro) N %ﬁg’ ei(knawgf())]
? ? . (32)

+@,| - =0

04~ j(kna—waro) a; —i(kna—a)a‘r()j

La partie imaginaire du premier membre de (32) est
naturellement nulle. L’annulation de la partie réelle du
premier membre de (32) conduit a

doy  doyy 13
Jr, O, =0. @)

ag, o, > sont donc indépendants de 7,. De méme le

terme en 0°v(" /97,07, et les termes quadratiques du
second membre de I’équation (8b) conduisent a
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3 8(sin(2ka)— 2 sin(ka ))2
a7, m*

2— i(kna—a)&‘ro) J ,(34)

+ A, 45e
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- _ 070 _ 0] 0) ( @0 70 _ @) 70
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[ao‘ztpz (Za)o‘ )+ 20:52452 (a)g +w; )}

Les relations de dispersion du systéme de chaines
monoatomiques harmonique et anharmonique couplées
s’écrivent finalement

> 4(sin(2ka)— 2 sin(ka ))2

0" =0y +¢€
’ i m? . (37
|00, 207 )+ 20", 0] + 5 )|
. . s
0 = +& 4(sin(2ka) - 2 sin(ka))

P . (38)

[ao‘quz g )+ 20 @, 07 + a0y )}

3.3 Analyse des structures de bande

Les structures de bande calculées sont présentées a la
Figure 3 pour les paramétres suivants : a =1 m, m = 1 kg,
B=1Nm"', e=1.6Nm? o; =3 10°m, & =310 m,
[ prenant les valeurs 0.1, 1, 4 et 6,4 N.m™'. La principale
modification observée apparait sur la branche de basse
énergie sous la forme d’une résonance au voisinage d’un
nombre d’onde critique k.. Cette singularité provient du
terme @, (zw(; ) de I’équation (38) dont le dénominateur

s’annule lorsque

4a)0‘2(k0 )— Q2% sin*(k,a)-2027 =0
4a)52(kc)—wgz(2kc)=o

(39)
(40)

Ce phénoméne s’explique donc par une interaction a
trois phonons impliquant deux phonons de nombre d’onde
k. de la bande de basse énergie et un phonon 2k, de la
bande de haute énergie. Il est intéressant de noter que cet
effet disparait dans le cas de deux chaines non linéaires
identiques dont le traitement n’est pas décrit dans ce texte.
La valeur théorique de 4.
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1
QrZ 4
20?7

est contrdlée par le rapport des pulsations £2 et £2° comme
I’illustre 1a figure 3.

(41)

2
k. =x—arcsin (
a

3.4 Résolution par simulation en
dynamique moléculaire

Pour calculer la distribution des phonons a 1’équilibre
thermodynamique en considérant toutes les interactions a
trois phonons et sans les limitations du modele de
perturbation, des simulations de dynamique moléculaire
ont ét¢ conduites sur le systéme des chalnes couplées
harmonique et anharmonique (¢=1m, m=1kg,
B=1Nm', #=64Nm', e=1.6Nm?> & =0 =3
102 m). Des conditions aux limites périodiques sont
appliquées pour réduire la taille du modele. Une
distribution aléatoire des déplacements des masses est
imposée comme condition initiale. Les données de vitesses
de I’ensemble des masses pendant toute la durée du calcul
(typiquement 2°' pas de temps) sont utilisées comme
données d’entrée pour calculer la densité spectrale
d’énergie des phonons (SED) dans 1’espace (k, w). La
méthode est décrite en détail dans la référence [2].

La figure 4 présente les densités spectrales d’énergie
des phonons calculées dans les cas de chaines couplées
harmonique et anharmonique et également de chaines
anharmoniques identiques couplées. Les phonons se
positionnent sur les courbes de dispersion linéaires lorsque
I’énergie vibratoire est peu élevée (cas non représenté sur
la figure 4). A plus forte énergie, trois phénomenes sont
observés :

- I’élargissement de la distribution des phonons sur des
pics satellites autour des courbes de dispersion,
phénomeéne déja observé précédemment sur les chaines
monoatomiques anharmoniques isolées [2] ;
- I’absence de la résonance calculée par le modéle
perturbatif. Plusieurs hypothéses peuvent expliquer ce
résultat : la durée de vie finie des phonons due aux
interactions a trois phonons de nombres d’onde
différents ou la résolution en fréquence insuffisante de
la méthode SED ;

- I’apparition d’une branche supplémentaire dont le lien

possible avec I’interaction résonante identifiée dans le

modele analytique reste a établir. On peut noter que
cette branche n’apparait pas dans le cas de chaines
anharmoniques identiques couplées.
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Figure 3: structures de bande des systémes de chaines
harmonique et anharmonique couplées (traits pleins).
(@) #=0,1Nm", (b)f=1Nm",
() f=4Nm' (d) f=64Nm".
Les structures de bande des chalnes harmoniques
couplées (traits pointillés) sont quasiment superposées

1242

CFA 2014 Poitiers

/
1500
__1000
)
=
o
w
2]

500

P M
— H

=uaNEH]

2
%
Ln:l_uv

0 PRELY
% 1.8852 — ekt
Af 2,1994 " '
% 2513 —
o 2.8278
3, 31420 0.8
0.0 .

Frequency (Hz)

1500

1000

SED(J-s

Frequency (Hz)

Figure 4: densité d’énergie spectrale des systémes
de chaines couplées : (a) harmonique-anharmonique ;
(b) anharmonique-anharmonique
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