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Ce travail vise à simuler la dynamique non linéaire d’une corde à 6 degrés de liberté. Pour ce faire, le
modèle de poutre de Reissner est particulièrement bien adapté. Son intérêt est qu’il permet de prendre en
compte les couplages entre les degrés de liberté. Ce modèle consiste en un assemblage continu de disques
rigides pouvant subir 3 rotations et 3 translations (représentant leur positionnement dans l’espace). Cet
espace des configurations géométriques est naturellement décrit par le groupe de Lie SE(3) de sorte que
la dynamique de la poutre évolue dans l’algèbre associée se(3).
Les équations d’équilibre de la poutre sont exprimées dans cette algèbre précisément pour assurer l’ap-
partenance des solutions à l’espace des configurations géométriques. Elles sont obtenues en deux temps :
(1) le principe variationnel est appliqué à un hamiltonien défini par l’énergie d’une poutre de Reissner
conservative ; (2) un terme d’amortissement fluide est ajouté a posteriori (la preuve de son caractère
dissipatif est fournie).
Ces équations décrivent un système non linéaire entrée-sortie (au sens de la théorie des systèmes) : l’entrée
est l’excitation (par exemple, une force ou un couple) et la sortie correspond à l’ensemble des degrés de
liberté de la poutre et leur trajectoire. Une résolution analytique de ce système est fournie à l’aide des
séries de Volterra qui permettent de prendre en compte les distorsions (audibles) dues aux non-linéarités.
Enfin, une synthèse sonore est construite à partir du noyau d’ordre 1 de la série (comportement linéaire)
et du noyau d’ordre 2 (comportement quadratique) qui est le premier à restituer l’effet du couplage entre
les 6 degrés de liberté.

1 Introduction

Un précédent article a mis en évidence l’utilité des
séries de Volterra pour approximer à un ordre donné les
non-linéarités d’un modèle physique [1]. Les modèles de
Kirchhoff et Kirchhoff-Carrier ont permis de simuler la
variation de tension dans une corde à un degré de liberté
et de percevoir la variation de fréquence résultant de ce
phénomène non linéaire.

La modélisation physique des instruments à cordes
(au sens large : violon, piano, guitare, harpe...) fait ap-
paraître des phénomènes beaucoup plus complexes que
ceux évoqués jusqu’à présent. Anand [2] (entre autres) a
travaillé sur la polarisation de la vibration de la corde :
c’est à dire l’observation de la trajectoire d’une section
dans un plan transverse à l’axe de la corde. Cette tra-
jectoire dépend des deux déplacement transverses, des
rotations de la section, et de leurs couplages. De plus,
la synthèse sonore, d’un violon par exemple, nécessite la
prise en compte de l’excitation par l’archet, qui consiste
à la fois en un déplacement transverse et une torsion.

Ces travaux nous indiquent les limites des résultats
présentés auparavant dans un objectif de synthèse so-
nore, et la nécessité de prendre en compte la dynamique
non linéaire d’une corde d’un point de vue tridimension-
nel [3]. Le vocabulaire de la mécanique nous incite alors
à utiliser le terme “poutre”. C’est à dire un solide dont
deux dimensions sont faibles par rapport à la troisième,

mais dont les contraintes et déformations sont tridimen-
sionnelles, aucune ne pouvant être négligée à priori.

Cet article présentera dans une première partie les
séries de Volterra, qui sont utilisées pour approximer la
dynamique non linéaire d’un système, puis le modèle de
poutre de Reissner exprimé dans un groupe de Lie, qui
prend en compte les couplages entre les degrés de liberté.

2 Introduction aux séries de Vol-

terra

2.1 Définition

Un système causal (au sens de la théorie des sys-
tèmes) d’entrée f et de sortie u (cf figure 1) est décrit
par une série de Volterra de noyaux {hn}n∈N∗ si ∀t ∈ R

+

u(t) =

∞∑

n=1

∫

(R+)n

hn(τ1:n)f(t− τ1) . . . f(t− τn)dτ1:n,

(1)
avec la notation (τ1:n) = (τ1, τ2, . . . , τn) et dτ1:n =
dτ1 dτ2 . . . dτn.

2.2 Lois d’interconnection

Les lois d’interconnection suivantes seront utiles
pour résoudre appliquer les séries de Volterra à l’équa-
tion du système. Soient deux séries de Volterra de



{hn}
f(t) u(t)

Figure 1 – Système d’entrée f et de sortie u décrit
par une série de Volterra {hn}n∈N∗ .

noyaux {an}n∈N∗ et {bn}n∈N∗ . Les systèmes d’entrée f
et de sortie u définis respectivement dans les figures 2,
3 et, si bn = 0 pour n ≥ 2, dans la figure 4 sont tou-
jours deécrits par une série de Volterra. Leurs noyaux
{cn}n∈N∗ sont définis dans le domaine de Laplace par,
respectivement [4, p. 34,35],

Cn(s1:n) = An(s1:n) +Bn(s1:n), (2)

Cn(s1:n) =

n−1∑

p=1

Ap(s1:p)Bn−p(sp+1:n), (3)

Cn(s1:n) = An(s1:n)B1(ŝ1:n), (4)

avec la notation ŝ1:n = s1 + ...+ sn.

{an}

{bn}

f(t)

ua(t)

ub(t)

ua(t)+ub(t)=u(t)

Figure 2 – Interconnection : somme des sorties.

{an}

{bn}

f(t)

ua(t)

ub(t)

ua(t)ub(t)=u(t)

Figure 3 – Interconnection : produit des sorties.

2.3 Méthodologie

L’objectif de ce travail est d’établir l’équation des
noyaux de Volterra à partir de l’équation d’équilibre du
système, en utilisant des schémas-blocs et les lois d’in-
terconnection. Une fois l’équation des noyaux établie, le
système à résoudre consiste en une infinité d’équations
linéaires avec une des méthodes possibles (projection
modale, fonction de Green...). L’article [1] présente une
possibilité pour effectuer la simulation à un ordre donné.

2.4 Hypothèses importantes

Les séries de Volterra sont applicables à des systèmes
faiblement non linéaires (sans bifurcation ni chaos). Les
non-linéarités doivent être de forme polynomiale, ce qui
dans le cas présent explique le travail de réecriture décrit
dans la section suivante.

Comme toute série, un rayon de convergence définit
la convergence ou non de la série en fonction de l’en-
trée du système (excitation). En l’absence de simula-
tion, nous ne traiterons pas du calcul de ce rayon de
convergence.

{an}
b1

(linéaire)

f(t) u(t)

Figure 4 – Interconnection : cascade d’un système de
Volterra avec un système linéaire.

3 Le modèle de poutre de Reiss-

ner

3.1 Groupes et algèbres de Lie

Le modèle de poutre de Reissner qui va être défini
dans le présent chapitre a pour particularité d’être ex-
primé dans un groupe de Lie. Le modèle ainsi exprimé a
la particularité d’être géométriquement exact et d’avoir
une expression très concise prenant en compte les non-
linéarités ainsi que les couplages entre les degrés de li-
berté.

L’expression des rotations d’un solide rigide peut
être réalisée dans le groupe de Lie SO(3) dont les élé-
ments sont les matrices de rotations R telles que RT =
R−1 et det(R) = 1. Les vitesses de rotations sont alors

des éléments de la matrice anti-symétrique Ω̂ = RT Ṙ

qui appartient à l’algèbre de Lie so(3). L’équation de la
dynamique du système est alors

JΩ̇ − ad∗(Ω)JΩ = W (5)

où, J est la matrice d’inertie du solide, Ω le pseudo-
vecteur composé des trois éléments de Ω̂ et W l’excita-
tion.

Le co-adjoint ad∗ est un opérateur qui apparaît dan
la théorie des groupes et algèbre de Lie, nous n’entre-
rons pas ici dans les détails de cette théorie, les lecteurs
intéressés peuvent se référer à [5, 6].

3.2 Description du modèle

Une poutre de Reissner B est décrite comme un
assemblage continu de sections planes parfaitement ri-
gides. Ces sections sont indexées par l’abscisse X ∈
[0, L]. Tous les déplacements de la poutre sont définies
par les six degrés de liberté de chaque section SX (trois
translations et trois rotations). Ces degrés de liberté sont
exprimés dans un repère orthonormé fixe (O, e1, e2, e3)
(cf. figure 5) :

(i) La configuration de la poutre au repos B0 est
telle que pour tout X ∈ [0, L], le centre de gra-
vité GX de chaque section SX a pour coordon-
nées (x1, x2, x3) = (X, 0, 0) et SX est orthogonale
à l’axe (0, e1).

(ii) Les centres de gravité GX sont repérés par le

vecteur translation
−−−→
OGX = r(X, t) ∈ R

3×1.
(iii) La position de chaque section SX est repérée

par la matrice de rotation R(X, t) qui décrit les
trois rotations subies dans l’espace.

Ainsi, tout point M de coordonnées (X,Y, Z) dans la
configuration au repos B0 est repéré dans la configura-
tion B(t) pour tout (X, t) ∈ [0, L] × R

+ par le vecteur

−−→
OM = x(X, t) = r(X, t) +R(X, t)w0(Y, Z), (6)

où w0(Y, Z) = Y e2 + Ze3.



Grâce à l’hypothèse d’assemblage continu des sec-
tions, les fonctions r et R sont continues sur X ∈ [0, L].
Dans la suite de cette thèse, r et R seront considérées
comme des fonctions C2.

t B0

B(t)

r(X, t)

e1

e2

e3

GX

w0M

X

a©

e2

e3

Y

Z

GX

w0

M

b©

Figure 5 – Position du point M de la poutre. La
section SX est définie par le vecteur r. Dans cette

section qui a subi une rotation R, le point M est défini
par le vecteur w0 = GXM .

Du point de vue des déformations, la variation de r

représente la traction/compression ainsi que la flexion,
tandis que les variations de R illustrent la torsion ainsi
que le cisaillement. Cependant, il faut préciser que ce
modèle ne peut prendre en compte l’effet de Poisson
(variation de la section due à la traction/compression)
puisque les section sont supposées parfaitement rigides.

3.3 Expression de la cinématique dans

un groupe de Lie

Le groupe spécial euclidien est défini par :

SE(3) = {H =

[
R r

013 1

]
, R ∈ SO(3), r ∈ R

3}. (7)

C’est un groupe de Lie qui peut être identifié à l’en-
semble SO(3) × R

3.
L’équation 6 peut alors se mettre sous la forme

[
x(X, t)

1

]
=

[
R(X, t) r(X, t)

013 1

] [
w0

1

]
(8)

= H(X, t)P (9)

où H est bien un élément de SE(3).
L’ensemble des éléments H de structure H =[
R r

013 1

]
avec R ∈ SO(3) et r ∈ R

3, défini bien un

groupe multiplicatif. En effet, il possède les propriétés

suivantes : fermeture (H1H2 est dans le groupe), as-
sociativité (H1(H2H3) = (H1H2)H3), inverse (H−1 =[
RT −RTr

013 1

]
appartient au groupe) et élément iden-

tité (e = e−1 = 14).
Ce groupe est utilisé en robotique, car il est bien

adapté à l’expression des mouvements de corps rigides
(translations et rotations). Le calcul des énergies néces-
saire à l’établissement de l’équation d’équilibre, néces-
site le calcul des variations temporelles (vitesses) et spa-
tiales (déformation) des éléments H du groupe.

L’algèbre associée se(3) permet de définir les vitesses
et déformations :

T̃(X, t) = H(X, t)−1Ḣ(X, t) (10)

Ξ̃(X, t) = H(X, t)−1H ′(X, t). (11)

Pour des soucis de clarté, les arguments (X, t) seront

omis dans la suite de cet article. Le lecteur doit garder

à l’esprit que les déplacements H, les vitesses T et les

déformations Ξ sont toujours définis pour une section

d’abscisse X à l’instant t.

T̃ est un opérateur transformant le vecteur T =[
ω

v

]
en une matrice carrée de dimension 4 :

T̃ =

[
ω̂ v

013 0

]
(12)

où ω̂ est une matrice carrée antisymétrique de dimension
3 élément de so(3), représentant la vitesse angulaire et
v un vecteur de vitesse en translation de dimension 3.

De même, Ξ (respectivement Ξ̃) est un vecteur de
dimension 6 (resp. matrice carrée de dimension 4) com-
posée du vecteur torsion/cisaillement Π (resp. matrice

de torsion/cisaillement Π̂) et du vecteur de déformation
Γ (traction/compression et flexion) :

Ξ̃ =

[
Π̂ Γ
013 0

]
. (13)

Après calcul des énergies cinétique et potentielle de
déformation, l’application du principe de Hamilton per-
met d’écrire les équations du mouvement (cf. [7])

∀X ∈]0;L[,

JṪ − ΣΞ
′ = ad⋆

Ξ
(ΣΞ) − ad⋆

T(JT) +W (14)

ΣΞ(0, t) =

[
m0

f0

]
(15)

ΣΞ(L, t) =

[
mL

fL

]
(16)

Remarque 1

Dans ce travail, les matrices J et Σ sont considérées
comme constantes sous l’hypothèse de section constante
le long de la poutre, et d’homogénéité du matériau (loi
de comportement constante en espace et en temps). Ce
sont des matrices carrées de dimension 6 définies par

J =

[
J1 033

033 J4

]
=




Iρ 0 0 0 0 0
0 Ia 0 0 0 0
0 0 Ia 0 0 0
0 0 0 A 0 0
0 0 0 0 A 0
0 0 0 0 0 A




(17)



et

Σ =

»

Σ1 033

033 Σ4

–

=

2

6

6

6

6

6

6

4

GIρ 0 0 0 0 0
0 EIa 0 0 0 0
0 0 EIa 0 0 0
0 0 0 EA 0 0
0 0 0 0 GA 0
0 0 0 0 0 GA

3

7

7

7

7

7

7

5

,

(18)

avec :
– Ia = πR4

4 , moment d’inertie axial pour une section
circulaire

– Iρ = 2Ia = πR4

2 , moment d’inertie polaire pour
une section circulaire

– A, aire de la section
– E, module de Young
– G, module de cisaillement.

Afin de résoudre cette équation a deux inconnues,
une seconde relation entre T et Ξ est nécessaire. En uti-
lisant les définitions 10 et 11, on peut montrer aisément
que

T̃
′

−
˙̃
Ξ =

[
T̃; Ξ̃

]
,

où le membre de droite est le crochet de Lie de l’algèbre
de Lie se(3).

Cette seconde relation doit être vérifiée en perma-
nence, elle ne peut être approximée. Il est donc impos-
sible d’appliquer les séries de Volterra (tronquées) a ce
système. C’est la raison pour laquelle la prochaine sec-
tion consiste en un travail de réécriture afin de ne tra-
vailler que sur une seule variable u dans l’algèbre à la
place de T et Ξ.

3.4 Réecriture de l’équation d’équilibre

Comme mentionné dans la section précédente, l’ex-
pression finale de l’équation d’équilibre de la poutre de
Reissner doit être ramenée à une équation à une incon-
nue. De plus, pour pouvoir être résolues par les séries de
Volterra, les non-linéarités doivent être de forme poly-
nomiale.

La réécriture se fera en quatre étapes :
– Exprimer T et Ξ en fonction de u
– Développer en série de Taylor les fonction sin et

cos présentes dans les expressions de djexp(α̂)
– Tronquer toutes les expressions à l’ordre 2 et isoler

les termes linéaires et non linéaires.
L’équation 14 est destinée à déterminer les vitesses

et déformations de la poutre de Reissner dans l’algèbre
de Lie se(3). Mais afin de résoudre un problème à une
inconnue, T et Ξ doivent être réecrits en utilisant la
même variable u(X, t).

Les élémentsH du groupe SE(3) peuvent être définis
par :

H(X, t) = ψX(u(X, t)) = H0(X)ebu(X,t) (19)

où ψX(u(X, t)) est la carte exponentielle locale entre
l’algèbre et le groupe autour du point d’équilibre H0,

avec H0(X) =

[
13 XE1

0 1

]
∈ SE(3), et u(X, t) =

[
α(X, t)
β(X, t)

]
∈ se(3).

Les équations 10 et 11 deviennent

T̃ = e−buėbu

Ξ̃ = e−bu(ebu)′ −H−1
0 H ′

0.

L’équation 14 multipliée par dT exp(û) peut être ré-
ecrite sous la forme :

A(u, ü) + B(u, u̇) + C(u, u′′) + D(u, u′) + F(u, u̇) = W

(20)
où F est un terme d’amortissement constant rajouté
pour obtenir une simulation plus réaliste.

Les dérivées de l’exponentielle vont faire apparaître
l’opérateur dexp dans les expressions de T et Ξ (cf.
[8]). Cet opérateur sera calculé, puis les termes trigo-
nométriques seront remplacés par leur développement
de Taylor jusqu’à l’ordre 2. Ce sont ces développement
qui composent les matrices A,B, C,D et F .

Ainsi les termes de l’équation d’équilibre à l’ordre 2
sont approximés par :

A(u, ü) ≃ A1ü+ A2(u, ü)

B(u, u̇) ≃ B2(u, u̇)

C(u, u′′) ≃ C1u
′′ + C2(u, u

′′)

D(u, u′) ≃ D1u
′ + D2(u, u

′)

F(u, u̇) ≃ F1u̇+ F2(u, u̇)

= a(A1u̇+ A2(u, u̇))

4 Détermination de l’équation des

noyaux

{h(X)
n }

f(t) u(X, t)

Figure 6 – Système d’entrée f et vecteur de sortie u
décrit par une série de Volterra {hn}n∈N∗ .

Le système annulateur de la figure 7 représente
l’équation 20 où u est définit par l’équation 1.

La sortie du système est le vecteur u(X, t) =[
α(X, t)
β(X, t)

]
i.e. un pseudo-vecteur dans l’algèbre de Lie

se(3), contenant les vitesses et déformations. Ainsi, les

noyaux de Volterra h
(X)
n du système seront des vecteurs

de dimension 6.
En utilisant le bloc-diagramme équivalent, l’équation

des noyaux est établie en utilisant les lois d’interconnec-
tion, i.e. wa(X, t) + wb(X, t) + wc(X, t) = 0.

Cette équation peut être dérivée dans le domaine de
Laplace :

E(X)
n (s1:n) = ds1:n

2
A1H

(X)
n (s1:n) + C1

∂2H
(X)
n (s1:n)

∂X2

+ ds1:nF1H
(X)
n (s1:n)(21)

où le terme de gauche E(X)
n est la partie non linéaire

définie grâce aux lois d’interconnection, ce terme dépend
des noyaux H

(X)
p avec p < n.

L’équation non linéaire 20 d’équilibre du système a
été remplacée par une infinité d’équations linéaires. La



a©

{h(X)
n }

∂
∂t

∂
∂t

∂
∂X

∂
∂X

dT exp

A1
∂2

∂t2
+ C1

∂2

∂X2 + F1
∂
∂t

A2

B2

C2

D2

F2

−Φ(X)

f(t)

u(X, t) wa(X, t)

wba(X, t)

wbb(X, t)

wbc(X, t)

wbd(X, t)

wbf(X, t)

−dexpT (û)Φ(X) f(t) = wc(X, t)

0

(Va)

(Vb)

(Vc)
≡

b©

{
a
(X)
n

}

{
b
(X)
n

}

{
c
(X)
n

}

f(t)

wa(X, t)

wb(X, t)

wc(X, t)

0

Figure 7 – Bloc-diagrammes équivalents représentant
l’équation 20.

solution du problème linéaire est le noyau H
(X)
1 . Le pro-

blème pour n = 2 peut être alors résolu car E
(x)
2 ne

dépend que de H
(X)
1 . Il est donc possible de calculer les

noyaux par récurrence jusqu’à un ordre donné.
Afin d’effectuer une simulation basée sur des bancs

de filtres, une décomposition modale est choisie pour
résoudre l’équation des noyaux.

4.1 Projection modale

Le problème linéaire (équation 21 pour n = 1) peut
être décomposé sur une base orthogonale de 6 compo-
santes (une pour chaque composante de u(X, t)) définie
par le vecteur :

ek(X) =

[
Ek

Ek

]
,

avec

Ek(X) =

√
2

L
sin(

kπX

L
)
[

131

]
(22)

qui satisfait les conditions aux limites chosies.
Considérons un produit scalaire sur L2(Ω) où

∀(f, g) ∈ (L2(Ω))2 vecteurs de dimension n 〈f, g〉 =∫
Ω diag(f(X))g(X)dX . Un noyau H

(X)
n (s1:n) peut être

définit par :

H
(X)
n (s1:n) =

∑

k∈N

diag(H[k]
n (s1:n))ek(X) (23)

où H[k]
n =

〈
H(X)

n , ek

〉
.

La projection de l’équation 21 sur ek donne le résul-

tat suivant :
D

E(X)
n , ek

E

= (ds1:n
2
A1 + ds1:nF1)

D

H(X)
n , ek

E

+C1

*

∂2H
(X)
n

∂x2
, ek

+

, (24)

E[k]
n = (ds1:n

2
A1 + ds1:nF1)H

[k]
n

+C1

*

H(X)
n ,

∂2
E

(X)
k

∂x2

+

, (25)

E[k]
n = (ds1:n

2
A1 + ds1:nF1 −

k2π2

L2
C1)H

[k]
n .(26)

La simulation numérique sera basée sur l’équation 26
tronquée à un nombre de modes K fini, et jusqu’à un
ordre de non-linéarité N choisi également. Il est alors
possible de construire une structure de simulation ba-
sée sur des bancs de filtres associés aux modes, et des
sommes et produits instantanés de ces sorties de filtres.

5 Conclusion

Ce travail consiste à résoudre la dynamique d’un pro-
blème non linéaire, en particulier à cause des couplages
entre les degrés de liberté. L’utilisation des groupes et
algèbres de Lie pour définir le problème a permis d’ex-
primer ces non-linéarités d’une manière concise. Après
avoir étudié le modèle de poutre de Reissner exprimé
dans le groupe de Lie SE(3), nous l’avons réecrit dans
l’algèbre associée se(3) pour travailler sur les dérivées
des variables recherchées (vitesse et déformation). Puis
l’équation d’équilibre a été ramenée à une équation à
une inconnue avant d’être développée sous forme po-
lynomiale pour satisfaire aux hypothèses nécessaires à
l’utilisation des séries de Volterra.

L’équation des noyaux vectoriels a été établie et per-
mettra d’écrire une structure de simulation à un ordre
de non-linéarité et pour un nombre de modes donnés.
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