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Réponse dynamique de l’aorte soumise à une pression pulsatoire.

Résolutions analytiques et numériques d’un modèle 3D vibro-acoustique
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1 RMAR, Université de Rennes 1, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes, nicolas.bideau@univ-rennes1.fr

Ce travail a pour but l’étude du comportement dynamique d’un modèle d’interaction fluide-structure issu
de la biomé canique cardiovasculaire. On s’intéresse en particulier à la modélisation tridimensionnelle de
l’aorte dans laquelle le mouvement du fluide est décrit par un modèle acoustique. Le travail est composé
de deux parties. La première partie s’intéresse à l’analyse modale du système couplé sang-artère, où
l’influence de la prise en compte des différentes couches seront abordées. On étudie la sensibilité vibro-
acoustique vis-à-vis de l’épaisseur, de la couche fluide. Des solutions analytiques seront mises en évidence
et comparées aux solutions numériques obtenues par la méthode des éléments finis, dans le but de valider
l’algorithme de calcul. La deuxième partie aborde le probl̀eme dynamique, où l’on utilise une technique
de projection modale en s’appuyant sur les résultats obtenus dans la première partie. La propagation de
l’onde de pression le long de l’aorte sera analysée suivant le type de condition aux limites, ainsi que la
présence éventuelle de la crosse aortique et d’une sténose.

1 Introduction

Ce travail est une suite d’une étude proposé en
[12], qui consiste à analyser les réponses dynamique
d’une section droite de l’aorte en présence ou non d’une
sténose.

Figure 1 – Aorte et points de calcul pour une artère
sténosée

La modélisation tridimensionnelle du problème per-
met de mettre en évidence certain couplage dynamique
tel que la flexion-torsion notamment. Pour modéliser la
paroi artérielle, on se place dans l’hypothèse des petites
perturbations. Chaque couche est supposée isotrope et
homogène. Les caractéristiques utilisées sont celles pro-
posées en [1]. Afin de mettre en évidence les phénomènes
de propagation des différentes ondes présentes dans le
système couplé, il est plus judicieux d’adopter le modèle
acoustique tant en analyse modale qu’en dynamique di-
recte.

2 Le problème modèle

Le problème acoustique est formulé en variable pres-
sion p. On note Γe la section d’entrée de l’aorte ascen-
dante, Γs et ΓL sont respectivement les sections de sor-
tie et la surface latérale de l’aorte descendante. Les do-
maines occupés par le fluide, la paroi saine et sténosée
sont notés respectivement Ωf , Ω1 et Ω2. Le problèmes
aux limites associés s’écrit : trouver (u1,u2, p) solutions
de



























































































ρ
∂2ui

∂t2
= divσ(ui) + ρF(t) (Ωi)

σ(u1)n = σ(u2)n (Γ1)
u1 = u2 (Γ1)

1

ρ0c2
0

∂2p

∂t2
= div

[

1

ρ0
(∇p − q)

]

(Ωf )

σ(ui)n = −pn (Γ)

[∇p − q] · n = −ρ0
∂2ui

∂t2
· n (Γ)

u1 ∧ n = 0 (ΓL)
u1 = 0 (Γs)
p = Pin(t) (Γe)

[∇p − q] · n = −ρ0
∂2X

∂t2
· n (Γe)

(1)

avec i = 1, 2 et où l’accélération
∂2X

∂t2
est donnée. En

sortie, on utilise une condition de radiation de type onde
plane, ce qui est licite car on est assez loin de la source

2.1 Le problème modal

Dans un travail récent, nous avons réalisé plusieurs
étude à caractère modal de la branche ascendante de
l’artère où différents modèles monocouche, bicouche et
tricouche ont été testés. Des solutions analytiques ont



été obtenues et comparées aux solutions numériques afin
de valider le logiciel de calcul que nous avons utilisé.
Les caractéristiques matérielles utilisées étaient celle
de [1]. On résoud analytiquement et numériquement le
paoblème modal associé à (1) avec les caractéristiques
matérielles et géométriques suivantes

E(Pa) ν ρ R(m) c0

Lumen 1000 0, 0105 1450
Couche 1052, 65.103 0, 45 1150 0, 0125
Sténose 4210, 6.103 0, 45 1150

Dans le cas de l’aorte complète de la figure 1, on
obtient les 6 premières fréquences suivantes :

f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7

Saine 1.37 1.68 3.81 4.83 12.63 15.56 16.80
Stén. 1.37 1.68 3.83 4.86 12.17 13.31 17.30

Voici quelques formes modales dans le cas sténosé.

Figure 2 – Les 4 premières formes modales dans le cas
sténosé

Ce sont des modes hors plan (Oxy) de la branche
ascendante. Ceci est dû essentiellement à la condition
aux limites imposée sur la branche descendante.

3 Résolution du problème dyna-

mique

Afin de mettre en évidence, la technique de
résolution par projection modale, il est préférable de
l’appliquer à l’artère monocouche. En prenant les fonc-
tions tests classique V = {u ∈ H1(Ω1), u ∧ n =
0 (ΓL), u = 0 (Γs)} et pour une condition aux limites en
pression Q = {φ ∈ H1(Ω1), φ = 0 (Γe)}, la formulation
variationnelle du problème aux limites (1) s’écrit
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∫

Ω1
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σ(u) : ε(v)dx

−

∫

Γ
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∫
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ρF(t) · vdx

d2
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∫
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pφ

c2
0
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ρ0u · nφdΓ

)

+

∫

Ω

∇p ·∇φdx =

∫

Ω

q ·∇φdx

(2)

pour tout (v,φ) ∈ V × Q. La résolution numérique
du problème est effectuée à l’aide du logiciel Comsol

Multiphysics. En utilisant les éléments de Lagrange, où
uh ∈ P2 × P2 et ph ∈ P1, la discrétisation du problème
variationnel conduit au système
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(3)
La projection modale consiste à décomper le champ
des déplacements u et le champ de pression p sur la
base modale couplée [8], notée (Xk(x), pk(x))k=1,...,N du
système couplé

u(x, t) =
N

∑

k=1

qk(t)Xk(x) ; p(x, t) =
N

∑

k=1

rk(t)pk(x) (4)

où (Xk(x), pk(x)) sont solutions du problème modal
associé à (1). On injecte la décomposition modale
(4) dans le problème variationnel (2). En introdui-
sant les vecteurs q(t) = (q1(t), . . . , qN (t))T et r(t) =
(r1(t), . . . , rN (t))T , le problème de Cauchy associé au
système couplé s’écrit
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d2q

dt2
+ Kq(t) +
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ar(t) = F(t)

M
f d2r

dt2
+ M

a d2q

dt2
+ K

fr(t) = G(t)

q(0) = r(0) =
dq

dt
(0) =

dr

dt
(0) = 0

(5)

Les conditions aux limites à l’entrée ont les allures
suivantes.

0 0.5 1 1.5−5000

0

5000

10000

Times (s)

Pr
es

su
re

0 0.5 1 1.5−100

−50

0

50

100

Times (s)

Ac
ce

le
ra

tio
n

Figure 3 – les deux types de conditions aux limites

Divers paramètres dynamiques et acoustiques ont
été calculés aux différents points Ai introduits
précédemment. Ces paramètres peuvent être classés en
deux catégories :

1. les paramètres globaux : qui sont les ef-
forts pariétaux s’exerçant sur la paroi intérieur
de l’aorte en contact avec le fluide. En posant
T = σ(u)n, on définit les éléments de réduction
au point O du torseur des efforts











∫

Γ

TdΓ = [X(t), Y (t), Z(t)]T
∫

Γ

OM ∧ TdΓ = [L(t), M(t), N(t)]T
(6)

2. les paramètres locaux : qui sont calculés aux
point Ai ; ce sont la contrainte de Von Mises σeq(t),
les composantes du champ de déplacement u, la
pression fluctuante p et l’intensité acoustique Lp

(en décibels) défini par

Lp(x, t) = 20 log

(

peff

pref

)

(dB) (7)



où peff est la pression efficace et pref la pression
de référence.

3.1 Résultats numériques dans le cas
d’une artère saine

Les deux conditions aux limites ont été testés. On
regarde les variations des différents paramètres introduit
précédemment.

3.1.1 Conditions aux limites en pression

En imposant une pression à l’entrée, on obtient les
résultats suivants
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Figure 4 – Composantes u et w de u aux points Ai.
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Figure 5 – Von Mises et niveau sonore aux points Ai
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Figure 6 – Le torseur des efforts globaux en O

On constate que c’est sur la section terminale de
la crosse aortique que les variatiations du champ de
déplacement sont les plus importantes. Par contre, c’est
au sommet de la crosse aortique que la contrainte
équivalente est importante et il y a une certaine synchro-
nisation au niveau des valeurs aux points A1, A2 et A3.
Pour l’intensité acoustique, les niveaux aux différents
points sont en phase, et la plage maximale semble se si-
tuer pendant la phase systolique. Ce qui est en accord
avec la réalité. En ce qui concernce les efforts globaux,
les composantes suivant z de la résultante et du mo-
ment sont les plus importantes. C’est cette composante
du moment suivant z qui entrâıne une rotation de la
branche ascendante autour de l’axe z, à cause des condi-
tions aux limites imposées sur la branche descendante.

3.1.2 Conditions aux limites en accélération

On impose maintenant à l’entré une condition de pa-
roi vibrante, c’est-à-dire une accélation. On obtient alors
les résultats suivants
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Figure 7 – Composantes u et w de u aux points Ai.
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Figure 8 – Von Mises et niveau sonore aux points Ai
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Figure 9 – Le torseur des efforts globaux en O

Pour composantes du champ de déplacement, on a
les mêmes constatations que précédemment. Par contre
au niveau de la contrainte de Von Mises, ce sont les deux
points situés sur le sommet et la section terminale de la
crosse qui sont les plus sollicités. L’allure du niveau so-
nore est très différente que celle obtenue précédemment.
Pour les efforts globaux, la composante suivant z est
toujours la plus importante pour la résultante, tandis
que pour le moment, c’est la composante suivant y qui
l’emporte, ce qui peut entrâıner, un mouvement de ba-
lancement de la branche ascendante dans le plan (Oxy).

3.2 Résultats numériques dans le cas
d’une artère sténosée

Dans le modèle, on suppose l’existence d’une sténose
au niveau de la branche ascendante. La modélisation
d’une sténose est toujours délicate. En effet, elle doit
prendre racine sur l’intima et la media. Afin, de
l’intégrer dans notre modèle monocouche, on l’a inséré
jusqu’au milieu de la paroi.

3.2.1 Conditions aux limites en pression

On obtient les résultats suivants
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Figure 10 – Composantes u et w de u aux points Ai.
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Figure 11 – Von Mises et niveau sonore aux points Ai
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Figure 12 – Torseur des efforts globaux en O

On constate que le point A4 situé sur la sténose qui
subit le plus de solliciation tant au niveau du champ de
déplacement que de Von Mises. L’allure de l’intensité
sonore est analogue à celle obtenue dans le cas sain, de
même pour les efforts globaux.

3.2.2 Conditions aux limites en accélération

On obtient les résultats suivants pour les paramètres
locaux

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6−3

−2

−1

0

1

2

3x 10−3

Times (s)

Ux

 

 

at A1
at A2
at A3
at A4

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6−3

−2

−1

0

1

2x 10−3

Times (s)

Uz

 

 

at A1
at A2
at A3
at A4

Figure 13 – Composantes u et w de u aux points Ai.
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Figure 14 – Von Mises et niveau sonore aux points Ai

En ce qui concernce les efforts globaux, on obtient
les résultats suivants :
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Figure 15 – Torseur des efforts globaux en O

On constate toujours que le point A4 situé sur la
sténose qui subit le plus de solliciation tant au niveau
du champ de déplacement que de Von Mises. L’allure

de l’intensité sonore est analogue à celle obtenue dans le
cas sain, de même pour les efforts globaux.

4 Visualisation des déformées et

des champs de pression

Regardons maintenant les différentes déformées de
la paroi pour les types de conditions aux limites, ainsi
que les champs de pression.

4.1 Variation de la pression

Regardons comment varie localement la pression le
long de l’aorte, c’est-à-dire à l’entrée, au sommet de la
crosse (point A2) et à la sortie.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2x 104

Times (s)
Pr

es
su

re

 

 

IN
MIDDLE
OUT

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2x 104

Times (s)

Pr
es

su
re

 

 

IN
MIDDLE
OUT

Figure 16 – Variations locale de la pression pour une
artère saine et sténosée

4.2 Déformées de la paroi aortique

Regardons les déformées successives de la paroi aor-
tique aux diffénts instants t = 0.1, 0.2, 0.3, 0.8.

Figure 17 – Condition en pression. Déformées à
t = 0.1, 0.2, 0.3, 0.8(s) pour une conditions

Figure 18 – Condition en accélération. Déformées à
t = 0.1, 0.2, 0.3, 0.8 (s)



Dans les deux cas et pendant la phase systolique,
les deux comportement dynamiques sont à peu près
analogues. Par contre, en fin de la phase diastolique,
les comportements divergent. Pour analyser ceux-ci, il
suffit de se rapporter sur la réponse globale décrite
précédemment.

5 Conclusions

Les résultats ci-dessus montrent quelques
phénomènes intéressants :

1. Au niveau de l’analyse modale, la présence d’une
sténose ne modifie pas tellement les fréquences
propres. Ce phénoméne qui n’existe pas dans
le modéle 2D [12] est dû essentiellement à la
géométrie du modèle, qui présente une certaine
anisotropie géométrique. En effet, en isolant uni-
quement la branche ascendante [11], on peut mon-
trer qu’il existe des écarts notables entre une artère
et une artère sténosée.

2. La sensibilité des résultats au type de conditions
aux limites sur la paroi externe est très grande. Ce
qui conduit à remettre surtout en cause la condi-
tion aux limites en accél’eration. En effet, si le
champ de pression est accessible aux techniques
de mesure directe disponibles à l’heure actuelle,
par contre l’obtention du champ d’accélération
s(effectue de façon indirecte, à partir par exemple
du champ des vitesses [2].

3. Au niveau de l’intensité acoustique, on peut re-
marquer que la présence d’une sténose modifie no-
tablement sa valeur. Il est alors intéressant à l’aver
de faire une étude à caractère paramétrique de ce
phénomène.

4. Les résultats sur les efforts globaux montrent que
le théorème d’Euler de mécanique des fluides reste
vérifier en interaction fluide-structure.

5. Enfin, comme le montre les résultats sur les
champs de pression, le choix de la condition aux
limites n’est pas trivial. Car le fait d’avoir choisi
dans notre cas une condition de type Sommer-
feld, il reste une certaine accumulation des ondes
acoustiques à partir de la crosse aortique. Mais ce
phénomène peut aussi s’expliquer par une série de
réflexions des ondes dans la crosse elle-même.
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